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Resumo

VIEIRA, A. S. Dinamica da equacgao de Schrédinger com potencial delta de Dirac em
espago com peso. 2014. 112 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemética e Estatistica, Uni-
versidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2014.

Nesse trabalho, estudamos a equacao de Schrodinger nao-linear com uma funcao potencial

delta atrativa

0 1
2 = (——A + qé(x)) u— AMulPu, (z,t) e RxR,
ot 2
2
onde A € R — {0}, A = e 0 representa a delta de Dirac centrada em zero, ¢ < 0 e p > 1. As
x

solugoes para essa equacio tem uma componente localizada e uma dispersiva. Além de estudar o
comportamento das solugoes dessa equacao em espagos de Sobolev classicos, mostramos algumas

. 1
—i(=3A+40) o espacos LP, L? com peso, Sobolev com peso e

propriedades do grupo unitario e
assim obtemos alguns resultados de boa colocacao local e global das solugoes. O ponto central
desta tese é mostrarmos a existéncia de uma variedade invariante centro que ird consistir de érbitas
periédicas no tempo bifurcando do ponto (0, Ey) € H?(Q2) x R, onde Ey é o autovalor simples
(isolado) do operador Hy. Para isto, usamos especificas propriedades da parte do espectro continuo
da solucdo em espagos de Sobolev com peso. Além disso, mostramos que toda solugao com dado
inicial pequeno vai se aproximar de uma Orbita peridédica particular da variedade invariante centro
quando t — 4+o0. Afim de obtermos os mesmos resultados, sem usar os espagos de Sobolev com

peso, finalizamos com uma aplicagao mudando a nao-linearidade; isto é, estudamos o problema de

Schrodinger nao-linear
0 1 u
i—u=|—=A+q¢i(x)|u x, lu))—,
570 = (A +0@) ut s
onde f é de valor real e satisfaz certas condicoes sobre regularidade e crescimento como uma funcao
de u e tem decaimento quando x — 4o0.
Palavras-chave: Equacao de Schrédinger nao-linear, Potencial Delta de Dirac, Variedade Invari-

ante Centro, Espacos LP e de Sobolev com peso.
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Abstract

VIEIRA, A.S. Dynamics of Schrédinger equation with Dirac delta potential in weighted
space. 2014. 112 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de
Sao Paulo, Sao Paulo, 2014.

In this work, we study the nonlinear Schrodinger equation with an attractive delta function

potential
Ou 1
i— = —=A+¢é(x) ) u— ANulPu, (z,t) € R xR,
ot 2
2
where A € R — {0}, A = gl ¢ is Dirac delta centered at zero, ¢ < 0 e p > 1. The solutions to
x

this equation have a localized and a dispersive component. In addition to studying the behavior
of solutions of this equation in classical Sobolev space, we show some properties for the unitary

—it(-3A+49) LP, weightedL? and Sobolev spaces and so we get some results of local

group e
and global well-posedness of solutions. The central theme this thesis is to show the existence of
a center invariant manifold, which will consist of time-periodic orbits bifurcating from the point
(0, Eg) € H?(Q) x R, where Ej is simple eigenvalue (isolated) of operator H,. For this, we use
specifics properties of the spectrum continuous part of the solution in weighted Sobolev space.
Furthermore, we show that every solution with small initial data will approach a time-periodic
orbit particular in center invariant manifold as ¢ —& +oo. In order to obtain the same results

without using weighted Sobolev spaces, we finished with an application changing the nonlinearity;

that is, we study the nonlinear problem

zgu - (_EA +q6(z)) u+ f(x, M)%,

where f is real-valued and satisfies certain conditions of regularity and growth as a function of
and it has decay as x — 4o0.

Keywords: Nonlinear Schrodinger Equation, Delta Dirac potential, Center Invariant Manifold,
Weighted LP and Sobolev Spaces.
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Notacao

Durante esta tese estaremos utilizando as seguintes notacoes:
L(A, B) é o Espago dos Operadores Limitados de A em B ;
MA) é o Niicleo do operador linear A;
H(A) é a Imagem do operador linear A;
P(A) é o Dominio do operador linear A;
A* é o Adjunto do operador linear A;
At é 0 espaco ortogonal ao espaco A;
A C B, visto A e B como operadores, representa que B é uma extensao de A;
P, é a projegao sobre o espectro pontual;

P, é a projecao sobre o espectro continuo;

d2
= o

H, = —%A + gd(a);

Q=R—{0};

Ejy ¢é o autovalor simples do operador H, ¢ < 0;

|| - ||, norma no espago de Lebesgue LP(R);

g € a autofuncdo normalizada associada ao autovalor Ejy;
[t)g] é o subespago gerado pela autofungao vy;

op(A) espectro ponto do operador A;

()7 = V(L + [z]?)7;

17 = ([ lePriser ) = ([ a2 s )

S(R) é o espago de Schwartz das funcoes decrescendo rapidamente em R;

vil
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e A transformada de Fourier f de uma funcéo f € S(R)’ é
O =5 [ r@ea
=57 J@e T.
e Espaco de Sobolev de ordem s € R
H*R)={ueSMR)": (I -A)2ue L?},

com norma || f||%. = /R (1 + €)1 F(©))? de;

e Produto interno no espaco H'(R):
(6.0) = [ 6(a)iz) do

e Espago de Sobolev com peso
Wi = WhH(R)
é o espaco de Banach complexo com a norma

k m P
1llyer = (z lorslz + > u:c%nz) .
a=0 a=0

Quando p = 2, denotamos HF, = HF (R) = WE2(R).

m

e Se X e Y sao dois espagos, definimos a norma em X NY por

[fllxny = max([|fllx, [[f]ly)-



CapriTULO 1

Introducao

A teoria quantica teve seu surgimento em 1900 quando o famoso e premiado fisico alemao
Max Planck apresentou seu revoluciondrio conceito de um quantum e esse evento é considerado
o ponto divisor entre a fisica cldssica e moderna (fisica quantica). Até entdo, acreditavam-se que
dentro da fisica estudada, nao era possivel desenvolver novas teorias; ou seja, apenas seria possivel
preencher as lacunas dos estudos anteriores. Entretanto, Planck vem e derruba esse paradigma
apresentando novos estudos que dao inicio a Teoria da Mecanica Quantica e neste periodo aparecem
as descobertas do raio-x, o elétron e a radioatividade.

Uma equagao que tem um papel central na Teoria da Mecanica Quantica é a equagao
de Schrodinger. A equacao descreve a evolucdo de uma particula no tempo. Se as particulas no
sistema quéantico sao atomos, moléculas ou particulas subatomicas, a equacao tem papel analogo a
22 Lei de Newton na Mecanica Cléassica. A equagao de Schrodinger foi formulada no final de 1925
pelo fisico austriaco Erwin Schrodinger e publicada em 1926. (veja [39])

A equagado de Schrodinger pode ter duas formas, uma que depende do tempo e a outra
nao (Veja [41]). O exemplo mais famoso quando depende do tempo é a equagao para uma particula
movendo-se um um campo elétrico, mas nao magnético, a saber,

ihgllf(r t) = [_—hZA%—V(r t)] U(r,t) (1.1)

ot ’ 2m ' T
onde £ é a constante de Planck, “m” é a massa da particula, V sua energia potencial, A o Laplaciano
e ¥ é uma fungao onda, que nesse contexto é chamada funcdo onda posi¢do espago ou position-space

wave function. Quando nao depende do tempo obtemos o problema de autovalores

EV(r) = l;—ng + V(r)} U(r), EeC.
No nosso estudo, estamos trabalhando em um caso particular da equagao do tipo (1.1);
isto é, no caso quando o potencial V' nao depende do tempo. Por outro lado, temos autores que
trabalham com o caso em que o potencial também depende do tempo (veja [27], [46], [7])
No artigo de Pillet e Wayne em [35] foi estudado o comportamento das solugoes com dado

inicial pequeno para a equacao de Schrodinger nao-linear

igr = (~A+V)o+ A" 1o, (2,t) €R" xR, (1.2)



com A € R, n > 3 e A o Laplaciano. O potencial V' é escolhido tal que o operador —A + V
possui apenas um autovalor negativo simples e seu espectro absolutamente continuo é a semirreta
positiva. Pillet e Wayne mostraram a existéncia de uma variedade invariante centro WY, a qual
consiste de Orbitas periddicas no tempo, e finalizaram mostrando que toda oérbita proxima de WY,
se aproximardo de W quanto t — Foo (veja Figura 6.2). A equagao (1.2) também foi estudada
por Soffer e Weinsten em [42, 43] e por Rose e Weinstein em [38].

Motivados pelo problema descrito acima, consideraremos o potencial V' como sendo a
distribuigao delta de Dirac; mais especificamente, V(z) = ¢d(x), com ¢ € (—00,0) e z € R.
Quando g # 0, a fungao potencial tem duas classificagoes: se ¢ < 0, dizemos que a fungao potencial
é atrativa; se ¢ > 0, a funcao potencial é repulsiva. Este tipo de potencial também foi considerado
pelos autores Datchev e Holmer em [12], Holmer, Marzuola e Zworski em [26] e Goodmam, Holmes
e Weinstein em [20] que também estudaram a equagao de Schrodinger (1.2). Tanto Datchev et al.
em [12] quanto Holmer e Holmer em [26], usam a teoria de espalhamento para obter uma expressao
para o grupo associado ao operador H, e Goodmam et al. em [20] mostram a boa colocagdo em
H'(R) usando a teoria de operadores de onda.

Apresentamos a seguir o problema que sera considerado em todo o trabalho e tem como

objetivo investigar o comportamento assintético das solugdes do modelo de tipo Schrodinger (NLS-

9)
Ou »
i = Hou — MulPu, (z,t) € R xR, (1.3)
1
onde A € R, H, = —§A + ¢d(z), com g < 0 e § = J§y denota a distribuicao Delta de Dirac centrada
em zero, definido para ¢ € H'(R) como (do, %) = ¥(0). A constante q é chamada de constante de

acoplamento. Considerando a equacao de Schrodinger nao-linear na forma

z% = Hqu + |ulPu, (1.4)
o caso atrativo (focusing) é dado pelo sinal (4) na equacao (1.4); enquanto que, o caso repulsivo
(defocusing) é dado pelo sinal (—). Assim, a equacao (1.3) tem uma nao-linearidade atrativa se
A < 0 (focusing) e uma nao-linearidade repulsiva se A > 0 (defocusing).

O modelo (1.3) surge em varias situagoes fisicas, tais como: construgao de instrumentos a
laser; transmissao de dados em alta velocidade; transporte de ondas de matéria; propagacao de raios
6pticos em meios nao-standard. A equagao (1.3), com ¢ # 0 além dos modelos fisicos apresentados
acima também aparece em éptica nao-linear e condensados de Bose-Einstein. De fato, a distribuigao
de Dirac é utilizado para modelar uma impureza, ou defeito, localizada na origem. Também neste
caso, a equacao NLS-§ (1.3) pode ser vista como um modelo de protdtipo para a interacdo de um
soliton amplo com um potencial altamente localizado. Na ética nao-linear, isto modela um soliton
de propagacao em um meio com um ponto defeito ou a interagdo de um soliton amplo com um
tanto mais estreito em uma fibra bimodal. (veja [2, 13, 32, 33, 40]). No lado experimental, este
surge no recente interesse em pontos de impurezas (defeitos) desencadeada pelo grande progresso

na construcao de legados em nanoescala.



Notamos que o modelo NLS-4 com uma impureza na origem no caso repulsivo e/ou no

atrativo tem que ser entendido como o seguinte problema de contorno (ver Caudrelier et al. [10])

iOpu(m,t) + tuge(z,t) = —Mu(z,t)Puz,t), x#0
lim [u(x,t) —u(—z,t)] = 0,
. z—0+ (15)
lim [Oyu(x,t) — Ozu(—x,t)] = 2qu(0,t),
z—0t
lim wu(z,t) = 0.
x—+300

Ou seja, u(w,t) deve ser a solugao da equagao de Schrédinger nao-linear em R~ e R, continua em
x = 0, satisfaz a “condigao de salto” na origem e anulando-se no infinito. As equagdes em (1.5)
sao um caso particular de um modelo mais geral, considerando que a impureza esté localizada em

x = 0; na verdade, é a equacao de movimento
) 1
iOwu(z,t) + §Um($,t) = —Mu(z, t)[Pu(z,t), x#0,

com as condigoes de contorno

u(0+,t) \  [a b u(0—, 1)
Opu(0+4,1) - ¢ d) \Oyu(0—,t)

com {a,b,c,d € R, € C:ad—bc =1, |a| = 1}. O caso (1.5) surge para a escolhade o = a =d =1,
b=0,ec=2q.

A equagao (1.3) no caso em que A # 0 tem solugao na forma
ug(z,t) = e“tp(z), w >0, (1.6)

chamada ondas viajantes ou standing waves, com condigoes especificas sobre o perfil ¢. Em nosso
estudo, iremos considerar ¢ : R — R, tal que ¢ = ¢,,, ¢ a inica solucao positiva para a equacgao e
tal que ¢ € Y(H,) = {g € H'(R) N H*(R — {0}) | ¢/(0+) — ¢'(0—) = 2¢qg(0)} (veja o sistema (A.3)
- pagina 97).

Para ¢ = 0, a equagao (1.3) é reduzida & equagao de Schrédinger nao-linear (NLS). Nesse

caso, com A > 0, temos uma solugao tipo onda viajante da forma
s, (z,t) = e“tp(x — vt),

onde v é a velocidade da onda e ¢ : R — C. Assim, obtemos a solugao

1 1
1 9 1
usy (z,t) = (%) " gilve—=t) {Z%sechQ (p\/g(x - vt))] ’ ,

2

2 _w) é a frequéncia temporal e o = w — % (veja a Segao A.1.1). Se A < 0, obtemos

onde w = —(

uma solucdo ¢ que satisfaz ‘gl‘im #(§) = 0, porém, essa solugdo tem uma singularidade em & = 0.
— 00



(Ver Observagao A.1.1). Como a NLS tem duas simetrias bésicas, a saber, translagao e rotagao,

obtemos a orbita gerada pelo perfil ¢
Qp = {e"p(- +y) v €[0,21],y € R}

que representa uma familia a dois parametros de solugoes para a NLS.
Nosso foco principal é quando ¢ < 0, porém veremos solugoes do tipo (1.6) da equagao

(1.3) quando g # 0. Assim, o caso a solucionar é reduzido & equacao
1
—wao(r)+ 5 " (z) + X|¢ (x)|P #(x) = 0, para todo x € R — {0}. (1.7)

(veja as secoes do apéndice A.1.2 (A > 0) e A.1.3(A < 0)) . Para A > 0, é bem conhecido que
a solugao de (1.7) é apresentada pelos autores Fukuizumi, Ohta e Ozawa em [18] e Fukuizumi e

Jeanjean em [17] na forma

() = [@sech2 <g\/%|x| + tanh ™! (—\/%)ﬂ g , (1.8)

2
desde que v2w > |q], (w > %) A estabilidade de uma onda viajante é definida como segue,

Definigao 1.0.1. Dizemos que uma solugcdo onda viajante et¢,, de (1.3) é estdvel em H*(R) se
para todo € > 0 existe n > 0 tal que se ug € HY(R) e ||ug — ¢ull;n < 1, entdo a solucdo u(t) de
(1.3) com u(0) = ug existe para todo t > 0 e satisfaz

sup inf Hu t) — et H < e.
20 bk ) P

Caso contrdrio, e“'¢,, é dita ser instdvel em H'(R).

Nas mesmas hipdteses, segundo Le Coz et al. em [30], ¢,, tem as propriedades como segue:

e
° Sejaq<Oew>?.

2
a) Se 0 < p <4, ey, éestavel em H'(R) para todo w € q——i—oo.
(a) p<4, p 5
2

(b) Se p > 4, existe um unico wy > % tal que e“!¢,, é estavel em H'(R) para todo

2
w e <%,w1> e instéavel em H!(R) para todo w € (w1, +00).

¢
° Sejaq>Oew>5.

2
(a) Se 0 < p <2, e, éinstdvel em H'(R) para todo w € (%, oo)



2
(b) Se 2 < p < 4, existe um wy > % tal que e“!¢,, é instavel em H'(R) para todo

2
q
weE | —,wa .
¢) Se 2 < p <4, e“tp, éinstavel em H(R) para todo w € (wq, +00), onde wy é como no
(c) p <4, p : ;

item (b) acima.

(d) Se p > 4, entdo e™“t¢,, é instavel em H'(R).

Por outro lado, quando A\ < 0, a solugao de (1.3) de tipo standing-wave é apresentada pelos autores

Kaminaga e Ohta em [29] na forma

bo(, 1) = {Mr lsinh <W_y | + tanh™ <%>>] ° (1.9)

2

desde que V2w < |q|, <O <w< %), q # 0. Além disso, nas mesmas condi¢bes acima com

1 < p< oo, ¢, em (1.9) é a tinica solugdo positiva em H'(R) e e, (x) é estdvel em H'(R).
Os nossos principais resultados sao os seguintes. Usando a teoria de bifurcacao (veja [22,
34]), mostramos que existe uma variedade invariante centro W, que consiste de érbitas periédicas

no tempo da forma e~ “F*= (2, com ¢y € D(H q), tal que ¥ é a solucao positiva e satisfaz
(Hy = Mg (2)[) Yp(z) = EYp(z), para xR —{0}.
Com base nessa existéncia, estudamos a dinamica associada a variedade invariante centro
Wi = {eYp(x): |E—FEy| <pe0<0<2n},

pelo fluxo do modelo (1.3). Nosso principal resultado associado a WE € o seguinte,

Teorema 6.3.1 Considere o problema (1.3). Suponhamos que ||zu(t)|| g1 € su-
ficientemente pequena para todo t € R. Seja s > 1 e 3 < B < 1. Suponha
u(0) € L2 55 N H{(R) NHF(Q), 2(s +28) <p e [w(O)ll 2, ,,nm € suficientemente

pequena. Entdo existem fungoes diferencidveis E(t), 0(t) tal que os limites

Ey = lim E(t),

t—+too (110)
0y = t_l)lmooe( )s
existem e
. —i( [T E(s)ds—o(t
imflut) — e o POy o =0 (1.11)

onde u(t) € a solugdo de (3.1) com condigao inicial u(0).
A equagao (1.11) nos diz que u Converge para a Orbita periddica no tempo de eleitibE Note

que a parte dispersiva, u(t) — Zfo Pldp g6 (t 1/1E t), CONVerge para zero em L? 2 528" Para provar o

Teorema 6.3.1, mostramos algumas propriedades dispersivas do grupo associado ao operador H,



em espagos de Sobolev com peso e também algumas propriedades da solucao no espago continuo

- #(P.); além disso, provamos uma estimativa para o grupo e~ ¢ restrito ao espaco continuo
: 2 2 : . :

associado ao operador Hy, ¢ < 0, entre os espagos L o © Lfsfw, isto é, obtemos o seguinte

resultado,

Teorema 6.1.1 Para todo s > 1 e0 < B <1, existe uma constante C' independente

de f et tal que

—itH,
He i chf

1
—3-8
o SOOI S, weR,
para toda [ € L§+26‘
Na demonstraciao do Teorema 6.1.1, usamos a férmula explicita associada ao grupo unitério e~#Ha,

a saber,

. e} L 22 - - a2
e~y — %/ e_’t%(e+(az, Neg(y, \) +e_(x,Ne_(y,A)) d\+ e%”%Pp
™ Jo

com Pof = (f,v0)f e ex(x,N) = t;(N\)eTxL + (etA* + rq()\)ejFi)‘x)XgF, onde X(_)F é a funcgao

0

caracteristica de [0,+00), x2 é a fungdo caracteristica de (—o0,0] e t, e ry sado os coeficientes de

A
transmissao e reflexao, dados por t4(\) = —— 3 erq(A) = - X © . Para obter essa formula explicita
i\ — —

i
usamos a teoria espectral apresentada por Duchené et al. em [15] e a Secao 3.2 dessa tese.

Foi necessédrio estudar o comportamento da solugao no espago continuo do operador H,
para completar a demonstracio do Teorema 6.3.1. Estudar as solucdes em Z(P.), s6 nos garantiu
a existéncia local, embora acreditamos que pode ser provada globalmente. Afim de contornar o
problema, dentro das hipéteses do teorema, supomos que ||zu(t)|| g1 é suficientemente pequeno para
todo t € R. Entao, pensando em nao trabalhar com a solucdo em espagos de Sobolev com peso
restrito & Z(P.), mudamos a nio-linearidade do problema (1.3); isto é, nos consideramos também

o problema
U

2= (—1A+q5(x)) ut S ) (1.12)
onde f é de valor real e satisfaz certas condicoes sobre regularidade e crescimento como uma funcao
de u e tem decaimento quando x — Fo00. Dentro dessas hipoteses foi possivel dizer que o problema
(1.12) é bem posto localmente e globalmente aplicando resultados apresentados por Cazenave em
[11]. Além disso, acrescentado-se mais uma hipétese de decaimento a f, obtemos propriedades
assintoticas associadas & variedade invariante centro do problema (1.12).

Descrevemos brevemente os conteidos de cada capitulo deste trabalho. No Capitulo 2,

apresentamos os resultados basicos que serao utilizados no nosso estudo. Na Secao 2.1, estudamos as

propriedades associadas ao operador H, = — +qd(x), g € R, visando encontrar as propriedades

2 da?
espectrais associadas ao H,, assim como o dominio de Hy, Z(H,). Na Segao 2.2, estudamos algumas
D oyit=
propriedades da equacao de Schrodinger linear e do grupo {e”A}t = em LP(R). Na Segao 2.3,
=—00
estudamos o Teorema de Crandall-Rabinowitz, pois a partir da teoria de bifurcacao podemos obter

informagoes sobre as solucoes de tipo standing-wave para os modelos (1.3) e (1.12).



No Capitulo 3, estudamos a boa colocacio local e global de (1.3) em H'(R) e apresentamos
uma férmula explicita para o grupo e« usando a teoria de espalhamento. Finalizamos o capitulo
apresentando propriedades do grupo e~*H4 nos espacos LP e LP com peso.

No Capitulo 4, mostramos a existéncia da variedade centro, onde vemos que é possivel
aplicar as técnicas da variedade invariante para a classe de EDP’s dispersivas. Mostrar a existéncia
da variedade centro serd importante para os nossos principais resultados que estao no Capitulo 6
e também para fazer a aplicagdo que estd no Capitulo 7. Nesse capitulo, iniciamos mostrando a
existéncia de uma curva solugao para (1.3), aplicando o Teorema de Crandall-Rabinowitz.

No Capitulo 5, fizemos um estudo sobre as solugoes de (1.3) em espago de Sobolev com
peso e além disso, apresentamos propriedades do grupo e~ também em espacos de Sobolev com
peso.

No Capitulo 6 encontra-se o nosso principal resultado que nos da a aproximagao a variedade
centro no espaco L? com peso; ou seja, L2—s—267 com s > 1e % < B < 1. Antes de mostra-lo, foi
necessario mostrar uma estimativa dispersiva para o grupo e~*Ha sobre o espaco continuo associado
ao operador H, nos espagos de Sobolev com peso e Lz_s_gﬁ, com s >1e0< B <1. Tal estimativa
também terd importancia no Capitulo 7.

No Capitulo 7, onde estudamos o modelo (1.12). As condigdes impostas sobre a nao-
linearidade dadas no Teorema 7.2.1 abaixo, vai induzir uma andlise assintdtica sem passar por
espaco de Sobolev com peso.

Teorema 7.2.1 Suponhamos que para cada v € R, f(x,-) € CY(R,R), a%f(x,-) €

C(R,R), f(x,0) =0 e, para algum p > 2,

o )] < a@)fuP (1.13)

onde (1 + |z])?*+48¢(z) € L®°(R), para algum s > 1 e 1/2 < 3 < 1. Mais ainda,

’(%f(x,u) < Clulr. (1.14)

Entdo, existe um 1 > 0, tal que para todo ug € H'Y(R) N L§+25(R) com

luoll g1 < 7, existem funcées, E(t) e 0(t), em CYR,R), tal que para alguma

constante C' (independe do tempo),

< O)2 ) Paug — hl({uo, bo)) 2,
(1.15)

onde u(t) € a solugao para (7.1) com dado inicial ug. Mais ainda, os seguintes

() — e o E(p)dpew(%E(t)‘

2
—5—20

limites existem,

lim FE(t) = Ey; tl)lgl 0(t) =0+. (1.16)

t—=o0

Desta forma, serd possivel obter os principais resultados do Capitulo 6 com menos hip6teses res-



tritivas. Um modelo muito importante que encaixa-se na equacao geral (1.12), é aquela com nao-

linearidade nao-homogénea

ou

ior = Hyut K(@)|uP u, p>1, (1.17)

com K (z) satisfazendo (1 + |z|)2T* K (z) € L®(R).
No Capitulo 8 apresentamos nossos planos futuros; isto é, pretendemos estudar a NLS

mudando o nosso potencial. Queremos substituir o potencial § por ¢’ (derivada de §) ou soma de

duas d-interagao, obtendo os seguintes operadores:

o - L4 ad'(z) (1.18)
“ 2 dx? ' '
Hz = —ld—2+5(5(:6+a)+6(:6—a)) (1.19)
A 2 dx? ’ '

onde a € Rea>0.
Enfim, finalizamos com os Apéndices. No Apéndice A, apresentamos como as solugoes da
NLS — § foram construidas e no Apéndice B, colocamos os cédlculos que ndo foram apresentados na

demostracao do Teorema 6.1.1 e enunciamos o Lema de Schur que foi utilizado em sua demostragao.



CAPITULO 2

Pré-requisitos

Nesse capitulo comecaremos apresentando resultados que nos darao informacoes sobre as

propriedades espectrais do operador

assim como seu dominio. Em seguida, veremos algumas propriedades da equacado de Schrodinger
linear e também alguma propriedade do grupo {eim}teR em LP(R™). Enfim, finalizamos um estudo
sobre bifurcagao, onde a partir do Método de Reducgao de Lyapunov-Schmidt prova-se o Teorema
de Crandall-Rabinowitz. O Teorema de Crandall-Rabinowitz sera utilizado no Capitulo 4, onde

veremos que o problema

(Hy = MYelP)¥e = EYp

possui uma curva F +— 1 como sua solugdo que bifurca em (0, Ey), sendo Ey o autovalor do
operador H,, ¢ < 0. Tal ¢p ¢é relacionada a solugao (1.8), se 0 < E < Ey e A > 0; a solucao (1.9),
se E>FEye )\ <O.

2.1 Extensoes autoadjuntas

Nessa secao, descrevemos algumas propriedades bdsicas associadas ao operador H, =
1
—§A + ¢d(z), para todo ¢ € R, que nos serdo tteis. O que descrevemos a seguir sao resultado

extraidos de Albeverio et al. [3].

Definigao 2.1.1. Seja Ag um operador simétrico densamente definido sobre um espaco de Hilbert.

Denotaremos por Ay seu adjunto. Consideramos os subespacos
D, = MAy—i) e D_=MAS+1i), (2.1)

D, e D_ sdo chamados os subespagos de deficiéncia de Ag. O par de nimeros (ny(Ap), n—(Ap)),
dados por
ny(Ag) =dim(Dy) e n_(Ap) =dim(D_), (2.2)

s@o chamados os indices de deficiéncia do operador Ag.

2

Agora, consideremos A = —% sobre L?(R) com o dominio Z(A) = H?(R) e o operador
x
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de restricao

{ Ao = Alg,:
DAy) = {geD(A)]g(0) =0}

o adjunto de Ag ¢ dado por (Ver [3, Secao 1.3.1])

o= e

P(4;) = H'(R)NHAR-{0}).

Observe que como § = Jy é um funcional linear limitado em H!(R), pois |(do,%)| =
[¥(0)| < C||¢|| g, entdo § € H71(R). A demonstracio do seguinte Lema pode ser vista seguindo
as linha do Lema 3.2 em Angulo & Ponce [6] e Albeverio et al. [4].

Lema 2.1.1. O operador de restricao Ag = A‘.@(Ao) com
D(Ao) ={g € Z(4) | 4(g) = g(0) = 0}, (23)

tem as sequintes propriedades:

(1). Fechado: T'(Ag) = T'(Ag), onde I'(Ag) € o grdfico de Ay;
(2). Simétrico: (Agg, h) = (g, Aoh), para todo g,h € D(Ao);

(3). Denso: D(Ag) = LA(R);

(4). Os elementos de deficiéncia de Ay sdo

I
—~
N
|
.
~—
L
(=%

{ para A=1, i = (2.4)

para A= —1i, P_; AR

Il
=
+

ou seja, Yy; € D(A}) e Afpyi = Fithy;. Mais ainda, sio (ny(Ag),n—(Ag)) = (1,1) os indices

de deficiéncia.

A seguir iremos calcular a forma explicita dos elementos de deficiéncia 14; do operador
Ap, os quais serdo fundamentais para determinar as suas extensoes autoadjuntas. Primeiramente,

olhemos para a equagao
Ay = k>, e DA, k*eC—R, Imk>0. (2.5)
Note que a solucio geral de Af = k21 é
b(x) = Ae~he 4 Beike,

logo podemos deduzir que a solugdo do problema (2.5) com as condigbes de contorno em (2.5) é
dada por
Y(x) = el TmE > 0. (2.6)
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Desta maneira, tomando k? = +i, com Imy/%i > 0, segue que os elementos de deficiéncia 1;, com

[£i]l =1, sao

bui(z) = %@ei@\x\, Imv/*Ei > 0. (2.7)
Notamos de (2.4) que @(5) = 52%
i

Agora, pela teoria de Von Neumann para extensao de operadores simétricos [36], todas as

extensoes autoadjuntas Ag o de Ay sdo dadas pela seguinte familia a um parametro 6 € [0, 27)

D(Agp) = {g+cbyi+ce®i|ge D(A), ceCl, (2.8)
Ago(g + chyi + ce¥p_y) = Aog+icy; —icep_;, (2.9)

onde 14, e 1_; sao dadas por (2.7).

Para os nossos propositos, vamos parametrizar as extensoes autoadjuntas A970 com base
no parametro ¢ € RU{+o0}, ao invés do parametro 6 que apareceu nas férmulas de Von Neumann
(2.8) e (2.9). De fato, definindo ¢(0+) = lglfg #(e£) e de (2.7), entdo para & = g+ by +cep_; €
D(Agy), temos

£(0+4) — €(0—) = —¢(1 + 7). (2.10)

A seguir, encontramos ¢ tal que ¢&(0) = —c(1 + €¥), isto é, —(1 + €) = ¢[115(0) + e4_;(0)].

Com efeito, depois de alguns cédlculos encontramos a férmula

4(60) = 2COS(2)) 0c0,27)\ {3—”} , (2.11)

,<€ m
COS 2 4

pois,

o 37
(Z-Z)=0e0="2
CO&(2 4) 0< 9

Portanto, se # varia em [0, 27), ¢ = ¢(#) varia em RU{+o0} e para 6y = 3%, temos 01_1)1;1_ q(f) = +o0,
0
ou seja, para 6 = 3; a fung@o ¢ tem uma assintota vertical que pode ser observado no gréafico a
seguir
O teorema abaixo nos dard as extensoes autoadjuntas Ag o de Ag que dependem do para-

metro q.

Teorema 2.1.1. Todas as extensoes autoadjuntas —A, de Ay, onde —oo < q < 0o sdo dadas por

d2
A= g (2.12)

D-Dqg) ={g € H'(R) N H*R —{0}) | ¢'(0+) — ¢'(0—) = qg(0)} .
Se ¢ = 0, obtemos o operador de Laplace no espago L*(R), ou seja,

d2

A= _ "
dz?’

9(-A) = H*(R), (2.13)
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207

_10_

_20_

Figura 2.1: Funcao ¢(6)

enquanto se ¢ = 00, a reta real € dividida em dois intervalos (—o0,0) e (0,00), isto acontece devido

a apari¢ao da condi¢do de fronteira do tipo Dirichlet no ponto 0, isto €

{@(—AOO) = {9 € H® MR- {0}) | 9(0) =0} = Hi((~00,0) © H3(0.00). 1, 1

-Ay = (Ap_)®(-Ap,),

onde (—Ap,) denota o Laplaciano de Dirichlet sobre (—o0,0), (0,00), respectivamente, (veja [37],
pdg. 253), com D(—Ap_) = HE((—0,0)) e A(—Ap,) = HE((0,00)).

Demonstragao: Da equagao (2.10), obtemos que Agg C —A,, com ¢ = ¢(f) dado pela equagao
(2.11). Porém, —A,, é simétrico sobre seu correspondente dominio Z(—A,) para todo —oo < g < o0,

do qual se obtém que Agg C —Ay C (—=Ay)* C Ay, assim finalizamos a demonstragao. |

Observacao 2.1.1. Por definicao, —A, descreve a d-interacao de forca q centrada em 0 € R. Dito
2

de outra forma, a equagdo (2.12) € a formulagao precisa da expressio formal —Ay; = —— +qdo(z);

A2
a saber, para 1 € D(—A,), com x # 0, —Ag(z) = =" (z). )

A seguir da férmula de Krein (veja [3, Teorema A.2]), obtemos a seguinte representagao

do resolvente para —A,.

Teorema 2.1.2. O resolvente de —A, € dado por

bl Ay p—
—Ay— k) = (A — K2t - L Gr()) Gi(-
(=8 = k)7 = = e (G 0) Grl) (2.15)
k% € p(—4,), Imk >0, —oo<q< oo,
onde .
Gr(z) = —e*el Imk > 0, (2.16)

2k
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em outras palavras,

(=8, =K = [ K€~ 9)f() dy,

com nucleo integral IK expressado como

T q .
K(u — — 7 iklu—v| _ 4 ik[|ul+|v]]
(u—v)=5ze T g 1 20)° (2.17)

k% € p(—4,), Imk >0, u,veR.

Demonstracao: Seja f € L2(R), Imk > 0, k # —% e definamos

2qk
iq + 2k

ho(z) = (A =K)"f)() - (£,Gr(@)) Gi(@). (2.18)

Observe que hy € HY(R) N H%(R — {0}). Como G},(0+) — G,.(0—) = —1, derivando h, obtemos
/ B0 — iq ik|z!| (o r_
(04 Ko=) = o [ 5@y da’ = ahy 0, (2.19)

assim h, € Z(—A,). Mais ainda, para z € R—{0}, —G/(z) —k*Gy(z) = 0, portanto, pelo Teorema
2.1.1 e Observacao 2.1.1, para z # 0,

((=Ag = k*)hg)(2) = —hg(x) = k*hy(z) = f(2). (2.20)
Note que da equagao (2.18)

mostrando assim a equagao (2.17). [

O seguinte resultado d4 uma caracterizagdo dos elementos do Z(—A,).
Teorema 2.1.3. O dominio @(—Aq); —00 < q < o0, consiste de todos os elementos ¥ do tipo

2qk
iq + 2k

Y(x) = dp(z) — Px(0)Gr(z), (2.21)

onde ¢ € D(—A) = H*R) e k* € p(—A,), Imk > 0. A decomposi¢io (2.21) é tinica com
Y € D(—A,), desta forma, obtemos

(—Ag = k) = (A — &%)y (2.22)

Mais ainda, suponhamos que ¢ € .@(—Aq) e que v =0 em um aberto U C R, entdo —Agp =0 em
U.

Demonstracao: Veja [3, Teorema 3.1.3]. |
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Quanto as propriedades espectral, para o.ss(A) e ,(A) representando o espectro essencial
e o espectro pontual do operador A, respectivamente, temos o seguinte teorema.

2

Teorema 2.1.4. Seja —oo < ¢ < 00. O espectro essencial de —A, = ) + qd € o eizxo real nao
x

negativo, oess(—Aq) = [0,00). Se —oo < g < 0, —A, tem precisamente um autovalor simples e

2
negativo, isto €, op (—Ay) = {—qz}, com Yy(x) = ,/—ge%qm sendo sua autofuncdo normalizada

e estritamente positiva. Se ¢ > 0 ou ¢ = 0o, —A, nao tem autovalores, ap(—Aq) = 0.
Demonstragao: Segue da férmula (2.15), pois os autovalores discretos correspondem aos pdlos do

.. . q
resolvente na variavel k2, ou seja, k? = e |

Finalmente dos Teoremas 2.1.1 e 2.1.4, temos o seguinte resumo para q < O:

1 1
Hy = =5 A +qdo(z) = 5 (A + 2q0(x))
¢
tem um tnico autovalor negativo, o, (Hy) = —5 ( com autofuncio normalizada \/—ge?®l; além

disso, Z(H,) = {u € H}(R) N H*R — {0}) | v/(0+) — «/(0—) = 2qu(0)}.

A partir deste momento, denotaremos o autovalor e autofuncao do operador H,, para

q <0,
2
E, = —% (2.23)
Yolz) = V=g, (2.24)
respectivamente.

Observacao 2.1.2. Note que 19 € H'(R), porém g ¢ H*(R), s > 1. Por outro lado, 1y €
H*(R —{0}), para todo s > 1.

2.2 Equacao de Schroédinger linear

Posteriormente veremos que algumas propriedades da equagao de Schrodinger linear tam-
bém ocorrem na NLS-§ linear. Assim, vamos inicialmente estabelecer algumas propriedades bem

conhecidas do problema de valor inicial para a equagdo de Schrodinger linear

ou .
i 1Au,

u(z,0) = ug(x),

(2.25)
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onde x € R" e t € R. Usando a transformada de Fourier, temos que a solugdo u = u(x,t) de (2.25)

vem dada por,

wat) = (e~ g0 (WY (z) = S wu
(2,1) ( 1 Z ()" ( )2 (Arit)3 () (2.26)
= (m) /n e 145 (y) dy7

132 WV

onde * denota a convolucao, “*” a Transformada de Fourier e a Transformada de Fourier Inversa.

Iremos denotar a solucio de (2.25), como u(x,t) = e ug(z).
Os resultados que apresentamos a seguir, podem ser encontrados em [31].
Na seguinte proposicao, listaremos as simetrias basicas de (2.25) obtidas através da inva-

riancia da equagcao.
Proposicao 2.1. Se u = u(z,t) é uma solugao de (2.25), entdo para
1. up(z,t) = eu(x,t), 0 € R fizo;
2. ug(x,t) = u(x — zo,t —tg), com xg € R", ty € R fizos;
3. us(x,t) = u(Ax,t), com A qualquer matriz ortogonal n X n;
4. ug(z,t) = u(x — 2xot, t)ei(x'xof‘xo‘%), com xg € R™ fizo;
5. us(x,t) = NV 2u(\x, \>t), A € R fizo;
temos que u;, 1 <i <5, também satisfaz a equagdo (2.25).
itA};:Oi

A seguir estabeleceremos que a familia de operadores {e ~ forma um grupo unitdrio

sobre o espago de Hilbert L?(R™).
Proposicao 2.2. . =1
9 A A _ Li(t+t)A

, com ( ) —HA — it

3. Para todo t € R, > : L2(R") — L*(R") ¢ uma isometria; a qual implica que
e fll2 = [1£]]2-

4. Fizando f € L?*(R"), a funcio ®; : R — L%(R") dada por ®;(t) = > f ¢é uma funcdo

continua; isto €, descreve uma curva em L*(R™).

Demonstragao: Segue-se imediatamente das propriedades da Transformada de Fourier, do Teo-

rema de Plancherel e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. |

. +00
Agora veremos uma propriedade muito importante do grupo {e’m}t em LP(R™).
=—00
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1 1 - /
Lema 2.2.1. Set#0, -+ — =1 e p € [1,2], entdo "> : LP(R") — LP (R") ¢ continua e
p p

;=

Demonstragao: Primeiramente, seja p = 2, logo p’ = 2. Usando o item 3 da Proposicao 2.2,

< Cn(i_1
], <G f.

obtemos |2 f||2 = || f|l2- Agora, consideremos p = 1, assim p’ = oo, logo de (2.26) e a desigualdade
de Young, segue-se que

, 1 \2 = 1\2 n

itA — = _n
< _— 7 = _— t

He fHOO B H(‘lﬂit) ¢ Hf”l (477) ‘ ‘ ’

Assim, temos que e : L2 — L2 ¢ e®® : L' — L™ sao operadores lineares limitados e portanto,

_ Lz
e 4it

1l = Clel= 21 £l

. . ’ /
pelo Teorema de Riesz-Thorim obtemos e?® : LP — LP com

1 6 1—-6 1 6 1-—40

-—=—4+—, —=-4+——==,0€(0,1

p 2 17 9 2+ 00 2’ € (0. 1),
logo,

1 1 1 1

—+—/:1 (] ———,:1—0: )

p p p P D
Portanto,

g, < (e 2) it = et G, = cren-

111l

N|=

2.3 Bifurcacao com o nicleo unidimensional

Nesta segao, vamos apresentar teoremas e defini¢oes que foram extraidos de [22]. Pode-
rfamos deixar a referéncia, mas optamos por apresenta-las, pois deixamos algumas passagens nas
demonstracoes dos teoremas mais claras. Além disso, as provas vao contribuir para o desencadear
dos resultados que apresentaremos nessa tese. Finalizaremos essa se¢do com um exemplo, onde
aplicamos a teoria da bifurcacao.

Suponhamos que exista uma curva solugao de F'(x, k) = 0 através de (xg, ko), onde = € X,
sendo X um espaco de Banach, e k € R. Mostraremos a existéncia de uma segunda curva solucao
em (zg, kg); ou seja, o que chamamos de bifurcacao. Para que isto aconteca, assumiremos ainda
que %(xo, ko) nao é bijetora, para podermos excluir a aplicagdo do Teorema da Funcao Implicita
préximo de (xq, ko).

Normalizamos a primeira curva de solugoes para a chamada “solucao trivial” {(0, x)|x € R}.
A saber, se F(x(s),s(s)) = 0, entdo consideramos F(z,s) = F(x(s) + x,#(s)), e obviamente,

A

F(0,s) = F(x(s),k(s)) = 0, para todo parametro s.
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Antes de prosseguirmos, consideremos a seguinte definicao:

Definicao 2.3.1. Sejam X e Z espacos de Banach. A aplicagao continua F : U — Z, onde
U C X € um aberto, ¢ um operador de Fredholm nao-linear se, para todo r € U, F ¢ Frechet

diferencidvel em x e sua diferencial, DF(x)*, satisfaz os segquintes itens:
(i) dim M DF(x)) < oo;
(ii) codimZ(DF(xr)) < oo;
(iii) Z(DF(z)) é um subespaco linear fechado de Z.
O inteiro dim A DF(x)) — codimZ(DF(x)) é chamado indice de Fredholm

Em geral, vamos estudar aplicacoes na forma F': X X R — Z, onde X e Z sao espacgos
de Banach. Porém, para ter um conhecimento mais geral, vamos comecar com a aplicacao F' :
X XY — Z,sendo X, Y e Z espacos de Banach. Assim, sejam U C X e V C Y abertos.

Consideremos F : U x V — Z tal que
e F(xo,y0) = 0, para algum (zo,y0) € U X V;

e FeC(UXV,2);
OF

o 5o €O(U X V.L(X, 2)).

Agora vamos supor que em y = yg, F é um operador de Fredholm nao-linear com relacao a

x; dito de outra forma, F(-,y9) : U — Z satisfaz a Defini¢ao 2.3.1. Portanto, sabe-se que

N = JV( (anyO)) e Zy = (92(2—5

oF F
complementos fechados, Xg e Zp em X e Z, para (a—(xo, yo)) e X ( (o, yo)) , respectivamente,
x

1
(zo, y0)>> sao espacos de dimensao finita. Entao, existem

tais que

X = JV( (3607y0))@X0v

(2.27)
Z = ,@( ($0,y0)> ® Zo.
Desta forma, tais decomposicoes definem as seguintes projecoes ortogonais
P:X — N, PP=P, P= P,
(2.28)

Q:Z—>ZOa QQZQa Q:Q*’

OF
ao longo de Xj e %(

paray=r+s€ Z, Qy )

O teorema abaixo nos mostra que sob as condigoes acima o Método de Reducao de

(:Uo,yo)), respectivamente, a saber, para x = n+m € X, P(z) =n e

Lyapunov-Schmidt pode ser aplicado.

*Jacobiana de F em x
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Teorema 2.3.1. Com as hipdteses acima sobre F' temos que existe uma vizinhanca Uy X Vo de

(zo,y0) em U xV C X XY tal que o problema
F(z,y) =0, (z,y) €Uz x V5 (2.29)
é equivalente a considerar o problema (um problema de dimensao finita) para © = v + w
d(v,y) = QF (v +1(v,y)) =0, (v,y) €U xV C N xY, (2.30)

onde ® satisfaz: ® € C(U x V, Zy), ®(vo,y0) =0, (vo,y0) € U XV, com zg = Pxo+ (I — P)xg =
v + wo e Y sendo uma fungdo continua especifica. A funcdao ® € chamada a fungao de bifurcacdo

associada ao problema (2.29).

Demonstragao: Definamos Pr =v € N e (I — P)z = w € Xy. Entao, de (2.29), obtemos
QF(Pz+ (I — P)z,y)+ (I = Q)F(Pz + (I = P)z,y) = 0,
logo temos o seguinte sistema equivalente

QF(v+w,y)=QF(Pzx+ (I —P)x,y) = 0, (2.31)
I[-Q)Fv+w,y) =UI-Q)F(Px+ (I —P)x,y) = 0. (2.32)

A seguir, consideremos a aplicacao

- oF
G:UQXWQXVQQNXXQXVQ — %(%(xo,yo))

(U7way) — G(U7w7y) = (I - Q)F(U +w7y)'

Note que (vg,wo) = (Pxg, (I — P)xg) € Uy x Wo C N x Xg, com Uy e Wy vizinhancas em N e Xy,

respectivamente, tais que Us x Wy C U C X. Agora, notamos que

e G(vo,wo,y0) = (I — Q)F(x0,y0) =0,

oG OF OF
® 5 (Vo wo, o) = (I = Q)5 (20, 40) : Xo — K (%(ﬂﬁoayo)) ¢ bijetora.
De fato, primeiramente vejamos que é injetora. Seja v € X, tal que
0G oF oF
o —([—0)ZL _ g — N
Ow (UOaU)O’yO)U ( Q) o ($0790)U 0= o (x07y0)v 0=ve )

oG
assim v € N N Xy = {0}, isto é, v = 0. Logo, e/V(a—(Uoﬂﬂo,yo)) = {0}. Agora, para ver
w

OF oF
que é sobrejetora, seja h € X (8—(1'0,2/0)), entao existe x € X tal que 8—(.%'0,2/0)1‘ = h.
x x

Portanto, considerando a decomposicao x = v+ w € N @ X, obtemos que

oG oF oF

a—w(vo,wmyo)w = (I - Q)%(Uﬂmyo)w -(I-Q) %(9007?/0)1) = h.

=0
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Dessa forma, 8—(00, wo, Yo) € sobrejetora.
w

Assim, pelo Teorema da Funcio Implicita, temos existem um aberto U x W x V' C Uy x Wa x Vo C
U x V tal que (vg,wo,yo) € U x W x V e uma tnica aplicacao v : UxV — W C Xy tal que
e C(UxV, W), wy = ¥(zo,y0) € G(v,w,y) = G(v,¥(v,y),y) =0, para cada (v,y) € U x V com
w=1(v,y).

Finalmente, usando ¥ podemos definir a fungao ®(v,y) = QF (v+1(v,y),y), para (v,y) €
U x V; logo, pelo visto anteriormente, ®(v,y) = 0. Assim, F(v+1(v,y),y) =0, pois (I — Q)F (v +
P(v,9),y) = 0. u

Corolario 2.3.1.1. Seguindo as mesmas notacées do Teorema 2.5.1 e supondo que F € CH(U x
V. Z), obtemos

e e CY(UXV,Xo), ®eCYU XV, 2%);

0
e para wo = Y(vy,Yyo), temos 8—¢(vo,y0)f =0, para todo f € N;
v

P
. g—(vo,yo)f =0, para todo f € N.
v

Demonstragao: Pelo Teorema da Funcio Implicita, para todo (v,y) € U xV € N x Y,

0

A (G 0)) = (= Q5 0+ v)p) (I + G l0.p)) =0,

ov

OF
sendo Iy a identidade em N = A/ (a—(xo, yo)). Avaliando a igualdade acima em (v, yo), temos
x

de vy + wy = x¢ que essa implica que para toda f € N,

oY

oF 0 oF 0
(I - Q)%(ﬂﬁmyo)a—f(vo’yo)f =0= %(xo,yo)%(vmyo)f =0= a—f(vmyo)f € N N X,

assim 8—1’Z)(vo, yo) = 0. Finalmente, pela equacao ®(v,y) = 0, teremos
v

0P oF 0
S w:9) = Q5 0+ 00,).w) (I + 5o 0.) =0

assim, da andlise acime e da definigdo de @, temos em (vp, yo) e para toda f € N,

0P

0 0
%(Uo7yo)f = Qa—i(ﬂcmyo) (IN + 8_15(1)0’2/0)) f=0.

Como consequéncia do anterior, temos o seguinte importante resultado que sera 1util em
nosso estudo, isto é, o um caso especifico do Teorema de Crandall-Rabinowitz quando a dimensao

do ntcleo é zero.
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Teorema 2.3.2 (Teorema de Crandall-Rabinowitz). Sejam X, Z espagos de Banach, F : X xR —
Z uma aplicagdo, onde U C X ¢é aberto, vy € X tal que ||0g]] = 1, e kg € V C R aberto com V

aberto. Suponhamos que

FecC*UxV), (2.33)

F(0,k) =0, Vk € R, (2.34)
dlm,/V( (0, no)) = codlm%( };(O ﬂo)) =1, (2.35)

N Got0.50)) = ol (2.36)
2

ga(mmm¢%( mmw (2.37)

Entao existe uma curva continuamente diferencidvel nao-trivial passando por (0, ko) dada por

€ (—=6,0) — (x(s),k(s)), (2.38)

tal que (x(0),x(0)) = (0,k0), F(z(s),k(s)) =0, s € (—0,9),e todas as solugcoes de F(x,k) = 0
em uma vizinhanga de (0, ko) estdo sobre a solugdo trivial k — (0,Kk) ou sobre a curva ndao-trivial

(2.38). A intersegio (0, ko) destas duas curvas é chamado um ponto de bifurcagao.

Ay =R

solugao trivial— | 7
| |
| |

curva solucdo néo-triviaJ—»/‘ (0, ko) |
| |

2 /

Figura 2.2: Diagrama de Bifurcagao

Demonstracao: Pelo Teorema 2.3.1, o problema F(x,x) = 0 para (x,x) préximo de (0,kq) é

equivalente a chamada equacdo de bifurcacio; ou seja, para dimZy = codim% <a—(0, /-@0)> =1,
x
U XV —
20, (2.39)
( k) = QF(v+9(v,k),K) =0,

para (v, k) préximo de (0, k), (v,5) €U XV C N xR, ® € C*(U x V, Zy) e ®(0,k0) = 0. Agora,
por (2.34) e pela prova do Teorema 2.3.1, G(0,0,k) = (I — Q)F(0,x) = 0 e do Corolario 2.3.1.1
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teremos

¥(0,5) =0, VR € V. (2.40)

Logo, inserindo (v, k) = (0, ) na funcao bifurcagao teremos
®(0,k) = QF (04 1(0,k),k) = QF(0,r) =0, Yr € V C R, (2.41)

e assim obtemos a solugao trivial. Notamos que do Corolério 2.3.1.1 e (2.34),

0
%(07’%0) = 07

b oF 9 OF OF

22 (0,50) = Q%(o,ﬂo)aw (0,50) + Q5 (0, 50) = Q5 (0, ) =0,

assim, nao podemos aplicar o Teorema da Funcao Implicita imediatamente. Desta forma, observe

inicialmente

1 1
B(v, k) = B(v, k) — B(0, ) :/0 Z—T(tv,m)dt :/0 g—f(tv,m)v dt, (2.42)

OF

para (v,k) € UxV C NxR, N = ,/V( e (0, no)) = [Up]. Assim, definindo v = sy, s € (=9, ),

para v € U C N, consideremos a funcio

d:(=6,0)xV — R=xZ

3 1 2.43
P(s00,%) _ = 0P — (stg, k) Vodt. (243)
s o Ov

(s,r) +— ®(s,K) =
Assim, vamos obter solugbes nao-triviais (s # 0) da equagao (2.39) pela solugao de

®(s,k) =0, 5 € (=6,0). (2.44)

De fato, pela hipétese (2.33), d € CY((=6,0) x V, Zy), e pelo Corolario 2.3.1.1 ®(0,x9) = 0. A

seguir veremos que (9_(0’ ko) # 0. De fato, usando a regra da cadeia nao é dificil ver que
K
0o 0°F o 9
%(0, Ho) = Q B 3 (O li()) |:UO + — o (0 HO)’UO, %(0, HO):|
0*F o oF 0%
0o + — v — 7. 2.4
Q= (0, 50) (vo +or (o,ﬂo)vo) F QST (0. h0) o (0, R0)T. (2.45)

Assim, em virtude de (2.40), Corolario 2.3.1.1 e (2.37), obtemos

O o O*F

&(0,%0) = ana (0, ko) B0 = Qa o (0, k0)o # 0 € Zp.

Portanto, temos que i)(O, ko) =0 e (0, ko) # 0, entdo podemos aplicar o Teorema da

K

Funcio Implicita e assim, existe uma funcio diferencidvel ¢ : (—=6,8) — V, s — r = ¢(s), tal que
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©(0) = ko, ®(s,¢(s)) =0, para todo s € (—4,6). Dessa forma, para kK = ¢(s), temos
q)(s®07 QO(S)) - QF(S®0 + 1/}(8607 QO(S)% SO(S)) = S&)(Sa "i) =0, Vs € (_57 5)

o qual implica que F(z(s), k(s)) = 0, para

(s) = sto + P(st0, £(s)),  K(s) = (s),

logo s +— (z(s), k(s)) é a curva procurada. [

Observagao 2.3.1. Da demonstra¢ao acima x(s) temos que para todo s, x(s) tem uma decom-
F

posi¢do de ortogonal, pois x(s) = sty + P(so, k(s)), com sty € t/V(a—(O,ﬁo)) e Y (svg, k(s)) €
x

% (g—i(o, Ho)) _ ,/V(g—i(o, no))l.

Observagao 2.3.2. Se no Teorema 2.3.2 supomos que F € C*(U x V), k> 2, entdo a curva
s € (_53 6) = (x(s)a K’(S))

¢ de classe C*~1 em (—46,0).

Corolario 2.3.2.1. O vetor tangente da curva solug¢do nao-trivial (2.38) no ponto de bifurcagao
(0,kg) € dado por
(00, %(0)) € X x R, (2.46)
_a
ds

w o

onde

Demonstragao: Do teorema temos z(s) = st + (s, k(s)) e K(s) = ¢(s); ou seja, do Corolario

2.3.1.1 e de (2.40),

d

E(m‘(s))‘szo =g + g—f(o, Iio)@o + a—w(o, HO)/%}(O) = 17g.

Ok

A seguir daremos um simples exemplo como aplicar o Teorema 2.3.2. Claramente, ob-
servamos que u(z) = 0, z € [0, L], é uma solugdo do problema (2.47) abaixo. Usando o Teorema

2.3.2, mostraremos que existe a curva s € (—0,9) — (z(s), x(s)), com (z(0),(0)) = (0, ky), onde

2
Kp = <%) , para todo n € N, tal que 2”(s) + k(s)sin (z(s)) = 0; isto é, (0, k,) é um ponto de
bifurcagao.

Exemplo 2.3.1. Consideremos o seguinte problema

u’'(x) + ksin(u(z)) =0, Vz € [0,L]

W'(0) = u/(L) =0, (2.47)
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onde L estd fivo e k > 0 € nosso parametro. Sejam X = {u € C?([0,L)) : v/(0) = /(L) = 0},
Z =C([0,L]) e a aplicagao

F: XxR — 7

2.48
(u,k) — F(u,k) =u" + ksinu. (2.48)

Entao, F € CQ(XX ,Z) e F(0,k) =0, para todo k € R. Agora verificamos (2.35), (2.36) e (2.37)

para L, = (u, K) =

Pam (u,k) = (0,k), K € R, temos Lof = "+ kf. Como k > 0, Lof = 0 se, e

somente se, f(x) = ccos(v/kx) + dsin(y/kz). Mais ainda, f'(0) =0, assim2d = 0; logo, f(x) =
nm

ccos(y/kx). Agora, para ¢ # 0, f'(L) = 0 se, e somente se, K, = (f) , n € N. Portanto,

Lof =0, com f'(0) = f/(L) =0, tem solugcio (f,r), onde k > 0 e f # 0, se, e somente se, Kk €
2
K = <%> |n € Nb. Desta maneira, Lou = 0 se, e somente se, u(r) = cu,(x), onde uy(x) =

oF OF
Ccos n%’ com < (0, mn)> = [uy]. Determinemos a codimZ (a—((), mn)) Suponhamos que
u

h € %< (0, /@n)>, logo v (x) + ku(z) = h(z), onde w € X e h € Z. Como Ly é um operador

autoadjunto, temos que M Lo)* = H(Lo) = X(Lo). Logo, h € X(Ly) se, e somente se, h L uy,

isto €,
%’@F(o ;@n)> = {h €Z

x)up(x )dac:()};

ainda mais,

oF

1= dmL/V( (0, lin)) dlm%( (0, /fn))l codlm%( 5 (0, lin)) .

Finatmente, S5 (u,5) = cosu. Como [ lun(@)? o £0, 2 F (0,10 = ¢ (T 0,1 ).
inalmente, - ——(u, k) = cosu. Como ; Uy, (T T B 0 fin)Un = Un K,

Portanto, o Teorema de Crandall-Rabinowitz implica que, para todo n € N, (0, Iik) é um
ponto de bifurcagdo para o problema (2.47) e assim existe curva s € (—6,0) — (x(s),k(s)), com

((0),k(0)) = (0, kyp) tal que 2"(s) + k(s)sin (z(s)) = 0.



CapriTULO 3

Propriedades da Equacao NLS-¢

Consideramos o modelo NLS-6

z@ = Hyu — MNuPu, (z,t) € R xR,
ot (3.1)
u(0) = up,

onde A € R, H, = —%A—i—qé(w), q < 0, com ¢ denotando a distribuicao Delta de Dirace 0 < p < oo.

Neste capitulo iniciamos estudando dois pontos béasicos na dindmica do modelo (3.1): a
boa colocacdo local e global de NLS-§ em H'(R) e a férmula explicita para o grupo determinado
por H,. Em seguida, utilizando as componentes pontuais e continuas veremos a aplicabilidade das
técnicas de Variedades Invariantes de equagoes diferenciais ordinérias (veja [9]) para a classe de
equacoes diferenciais parciais do tipo de Schrédinger nao-linear. Embora os métodos de Variedades
Invariantes sao usados, em geral, no estudo da evolucao de tempo de EDP’s de tipo dissipativa,
veremos como € possivel os aplicar ao caso de equacao dispersivas nao-lineares. Finalizamos, apre-

sentando algumas estimativas dispersivas do grupo {eith }t "
€

3.1 Boa colocagao em H'(R)

Nesta segdo mostraremos que o problema de boa colocacao local para (3.1) é bem posto
no espaco H'(R). Além disso, dependendo da poténcia p, podemos determinar resultados sobre o
problema de existéncia global.

Iniciamos lembrando que a equagao NLS-§ tem duas quantidades conservadas,
1 5 2\ 9 .
Blu) = gllualz - m”UHZIQ — qlu(0)/? (Energia) (3.2)
Qu) = /]u(x)\Q dx (Carga). (3.3)

A saber, E(u(t)) = E(u(0)) e Q(u(t)) = Q(u(0)), para todo t € [0,T]. Assim, podemos escrever

formalmente a equagao (3.1) em forma Hamiltoniana
iug = E'(u(t)), (3.4)
onde E’ representa a derivada de Frechet de E. Os funcionais E e @ estao bem definidos em

24
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H'(R). E, portanto, natural construir localmente o fluxo para (3.1) com uma condiciio inicial na
classe H!(R) e assim deduzir a existéncia global para esses dados.

A seguir, apresentamos duas provas sobre o problema de boa colocacio local em H'!(R)
para (3.1), a primeira é baseada no Teorema 3.7.1 em [11] e a segunda é baseada na Teoria de

Operadores de Onda ([15]).

Proposicao 3.1. Sejam g # 0 em (3.1) e\ € R, com X\ # 0, o problema € localmente me posto; isto
é, para ug € H'(R), existe T =T (Hu0|]H1(R)) > 0 e uma tunica solu¢io u € C([0,T), H(R,C))

tal que u(0) = ug. Ainda mais, para todo T' < T, existe B(ug;0) tal que a aplicagdo dado-solugdo
uo € Blu; 8) > u € C ([0,T"); H'(R))
€ continua. Além disso, a energia E e a carga @ sdo conservadas.

Demonstracao: De fato, pelo Teorema 2.1.4, temos que o operador H, =2 —f, onde = 5
seq<0ef =0,seq>0. Assim, para o operador autoadjunto &/ = —H, — 3 sobre o espaco
X = L*(R) com domfnio X&) = Y(H,) temos que &/ < 0. Além disso, em nosso caso é possivel

considerar o espago X ;= H'(R) com norma
2
lull = lleall3 + (8 + Dljullz + qlu(0)]*

Veja, para q > 0, ||u||§(£{= luz I3 + a3 + alw() < llugll3 + Jul3 +aC llullfn < C(a) llullzy e
lullfn < lfusll3 + l[ull3 +qlu(0)* = Hqugd; para ¢ < 0, HuHicdz a3 + (8 + D3 + qlu(0)* <
luall3 + (8 + Djuld < (8 + Dllull? e como |u(0)] < Clluflm e 8+ ¢+ 1 > 0, para todo g,
lullfe < (B+a+1) ulfp < (B4 1) lulfpn +allulfn < G (||um||§ + (B4 1) [lulz +4q |u(0)|2) =
Ch ||u\|§(£/ onde C] = max {ﬂ, %} Logo a norma definida em X /¢ equivalente a norma usual
de H'(R). Temos que X ;= H'(R) < L*(R). Chame g(u) = Au[Pu. Assim g € C (X 1 L*(R))
e |lg(v) —g(u)|ls < C (HUH‘I;(W+ ||v||§(£{> lv — ull2. Além disso, g = G', onde G(u) = Iﬁ|u|p+2 e
G € C' (X £ R). Mais ainda, para toda u € X Im(g(u)u) = Im(AJu[Pt!) = 0 em R. Logo, a
unicidade de solugoes e as condigoes (3.7.1), (3.7.3)-(3.7.6) em [11] sdo satisfeitas com r = p' = 2.
Finalmente, a condigao (3.7.2) em [11] é vélida, pois &/ é um operador autoadjunto no espaco
L%(R). Portanto, por [11, Teorema 3.7.1] o problema de valor inicial (3.1) é localmente bem posto
em H'(R). [ |

A seguir apresentamos outra demonstragao do problema de boa colocacio em H!(R) para
(3.1) baseada na Teoria de Operadores de Onda (veja [15]). Para isto consideremos a equagao de

Duhamel associada ao problema (3.1)

u(t) = Ug(t)ug + i /Ot Uy (t — s)|u(s)[Pu(s)ds, (3.5)
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onde Uy(t) é o grupo unitério gerado por H, (Ver Lema 3.2.1 abaixo)
U,(t) = e HHat, (3.6)

Teorema 3.1.1. O problema (3.1) € localmente bem posto em H'(R).

Demonstragao: Para mostrar a existéncia de uma solucio para (3.5) em H'(R), devemos provar

a existéncia de um ponto fixo da aplicagao
Tul(£) = U, (t)uo + M/ (t — )|u(s)[Pu(s)ds,

onde J : C([0,T], H'(R)) — C([0,T], H'(R)) ser4 continua, para algum 7 > 0.
Para limitar J[u] e sua derivada primeira em L?, introduzimos o operador A = I + H,FP,,
onde P, denota a projegao sobre a parte espectral continua de H, (Ver a férmula 3.30 abaixo).
Note que A é um operador nado negativo, pois pelo Teorema 2.1.4 o espetro continuo
associado a H, é dado por [0, 00), logo existe A2, De fato, pelo Teorema espectral temos L*(R) =
(o] ® He(H,), onde H(H,) = H(P.H,), assim para u € Y(H,), tal que u = upyby + u., com
(Hyue,uc) > d|jug||3, temos

(Au, u) = (u+ HyPeu,u) = (u,u) + (Hyue, uce) 2 ||ull3 + dljucll3 > dolull3, do >0. (3.7

Além disso, H, (He(Hy) N D(H,)) C H.(H, o) De [15], temos WaW3 = P, WiWy =1, A2 =
Wy (I—OZ)EWi e WiAl/ZWi = (1—82) , onde Wy = s — l)lgl etag=itHo o Wi =s—

lim etHoe=Hap  Mais ainda, || AY2f|la ~ || fllg2 = ||(I — 82)/2f||2. De fato, observe que

t—+oo

feL*R) — (I-02)7'2feH'(R)— AV (I -02)7V2f € LA(R),
fel’R) — (I-0)"VfeH 'R)— A2 —-0)2f e L*(R).

Assim,
v —anyig|, = v (1-a2)  wa - o]
< cf(r-a) wia-ae| =cfwra-ang,
2
< afja-ay72,, = sl

Logo os operadores AY2(I — 92)~Y/2 ¢ A~V/2(I — 92)'/? sdo limitados de L*(R) em L?(R). Entao

A2l = AR = 02)7 (L - 022

IN

| av2(r = 82772 [ = 822, < Call Pl
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por outro lado,

Il = 1T =82 fll2 = |ATYV2(U = 82) A2 [
< MATVRUI =0 A fll2 < Cs AV S 2.

Portanto, temos uma equivaléncia de normas
Cullf < A2 Flla < Coll f ]l (3.8)

Definimos o operador A, pois A2 comuta com o propagador e~*4t. De fato,

1

AVPemitil(g) = W (1-0)" Wee el (g)

1 ) )
= lim lim eHa7e7io7 (I — 8:%) ? gitlong=itapn p o=ilat ()
T—7300 p—=F00

L . .
e~ Mt Jim  lim  elaT e HoT (I — f‘)g) ? eZHO"e_’Hq“PC(g) = e_’Hqt.Al/z(g).
T—+00 u—+oo

Em geral, a notagao J* = (I — 8%)5/2 é muito usada, que é o potencial de Bessel, logo

J = (I — 92)"/2. Entdo, da desigualdade de Kato-Ponce temos que

1Tl < Crlllfllssligllz + £ 112llgllo0)
Crlllfllsollgll e + 1F e llglloo)
Cilllfllooll T gll2 + 17 Fll2llglloo)- (3.9)

IN

Seja X = C([0,T], HY(R)). E facil ver que para u € X, temos J[u] € X e da teoria de

grupos t — J[u](t) é continua. Agora, como A'/? comuta com U,(t), temos
t
ATt = Uy(t)AY?ug + i /0 U, (t — $)AY2 (Ju(s)[Pu(s)) ds.

Assim, como ||U,y(t)]]2 =1,

¢

Al < 1A 2uolla + AT [ A2 (u(o)Pu(s))]|, ds
¢
1A g2 + |>\|/0 IAY2T LT (Ju(s)Pus)) ||z ds (3.10)

De (3.8) e (3.10)

CllAY2 T[]
t
< CHUO||H1+C||-’41/2~7_1H/O 1T ([u(s)|Puls)) ]2 ds,

[Tl (&) 11

IN

A
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1
mas, de (3.9), da imersao de Sobolev e H*(R), s > 2 sendo uma algebra de Banach, temos

1T (fufPu)lla - < Crlllful”lloo | T ulle + 1T (Jul”)l[2llwllo0)
= Cilllulfpllullm + el llullm)
= 201 |lullf,

substituindo na desigualdade anterior

t
[T < C||UOHH1+CM/O 2C1[u(s) )" ds
< Cluollg +CoMT sup |Ju(s) |55 (3.11)
s€(0,T

Denotaremos, |[ul|x = sup [u(s)|g1. Como u € X, entdo || J[u]l|x < Clluo|lm1(r) —|—C'3T\|u||§(Jrl <
s€l0,T
00, logo J[u] € X.

Agora, afirmamos que para a bola B(0;2C||ug||g1) = {v € X : |Jul|x < 2C||ugl/z1},
J (B(0;2C|ugl| 1)) € B(0;2C|ug|| 1) para um 7" especifico. Suponhamos que u ¢é tal que ||ul|x <

2C|Juo]| g1 - Entéo tomando T suficientemente pequeno, tal que 2P C5TCP|lug ||}, < 1, temos
1Tl 2 < Clluollz + C3T2C|[uoll g )P < Clluollgr + Clluoll g = 2C|fuollgr. (3.12)

Logo, ||J[u]llx < 2C||lug|/g1. Segue que para T suficientemente pequeno, segue a afirmacao.

Veremos a seguir, que J é uma contracdo. Sejam u,v € H'(R) tais que |lullx < 2C||ugl/z e

lvllx < 2C||ug||z1. Entéo, pela equivaléncia (3.8),

70 ~ Tl < CNA20] — T
< N[ A2 T ul)Pu(s) — (o) Po(s) s
< KD [ o) uts) = (o) Po(s) s
< KINCo [ ()l + 1) o) = v(s) s
< KINECTuollp? [ o) = v(s)lnds,
e portanto,
170 = Jlellx < KNTCC ol P — il 3.1

Desta forma, fazendo outra escolha de T tal que K|A|T(2C||ug||g1)P < 1, temos que a
transformagao J[.] é uma contragao na bola B(0;2C||lug||) no espaco X para T pequeno. Logo,
existe u € B(0;2C||upl|) € C([0,T]; H'(R)), para T pequeno, tal que J(u) = u. Assim, u = u(t)
satisfaz a equagao integral (3.5).

Provemos agora a dependéncia continua da solucao com respeito ao dado inicial, ou seja,

provaremos que para todo 7" < T, existe uma vizinhanca V de ug em H'(R) tal que a funcio
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J:V — O([T",T'"], H(R)) ¢ lipschitziana. Com efeito, sejam u, v solucdes da equacdo integral

(3.5) com dados iniciais ug, vg, entao, conforme ja vimos
lu —vl[x < Clluo = vol| g1 (m) + K[AT(2C Juol| g1)? [lw — v| x,

ou seja,
(1= K[NTQC|uol[g1)?) lu = vlx < Clluo = voll 2 (w)-

Seja T" < T. Da escolha de T segue que (1 — K|MT'(2C||ug|/g1)?) > 0. Logo, |lu —v|x <

(= KINT'@CTaol )7 luo — vol g1 wy = Klluo — vol| 1 (w), isto é, J é lipschitziana. [

Observacgao 3.1.1. Agora veremos formalmente que a energia E e a carga Q em (3.2) e (3.3) sdo

conservadas:

E(u(t)) = E(uo), (3.14)
Qu(t)) = Q(u(0)), (3.15)

onde u(t) € a solugdo obtida no Teorema 8.1.1 parat € [0,T]. De fato, suponhamos que ug € H'(R).
Seja (uf)ren C S(R) uma sequéncia de fungées tais que |[uf — ugllgr — 0, quando k — oo. Pelo
Teorema 3.1.1 existe T > 0 tal que u* € C([~T,T]; H'(R)), k = 1,2,... € solu¢do da equacdo
integral (3.5) e problema (3.1) com walor inicial uf. Além disso, ||u*(t)||2 = |[ub|l2 e E(uF(t)) =
E(ulg) para todo t € [=T,T|. Da dependéncia continua da solu¢ao com respeito ao dado inicial

tem-se  sup |[uf(t) — u(®)||gn — 0, quando k — oo, com T' < T. Logo, ||[u(t)|lz = |juol2 e
te[T', T
E(u(t)) = E(up) para todo t € [—=T,T], assim temos (3.15) e (3.14).

A seguir, usando as quantidades conservadas (3.2) e (3.3) veremos trés teoremas os quais

podem garantir a boa colocagao global em H!(R) para (3.1).
Teorema 3.1.2. Se A >0 e p < 4, o problema (3.1) é globalmente bem posto em H'(R).

Demonstragao: Queremos mostrar que a norma H!(R) da solucio u(t) é uniformemente limitada.

Da equagao (3.2), obtemos

4\
2 2 +2
[uzlz = 2¢|u(0)]" = 2E(u) + mHUHZH- (3.16)
+2 BB
Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (Ver [14]), [lul[}75 < C(p)[luzll3 lully® , entdo,
sendo A > 0,
2 2 T e
[uzllz = 2q[u(0)]7 < 2E(u) + 4AC(p)[luzll [lully* - (3.17)

Pela desigualdade de Young com ¢ > 0 (veja [16, Apéndice B.2]) obtemos para § < 2

p+4 2(p+4)

p
luz 3 Nl < ellusll3 + Cue,p) [lully, ™™ (3.18)
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4

p
po,
onde Ci(g,p) = <p> ’ <_p> Pela conservacao de energia e de carga, temos entao das

de 4
equagoes (3.17) e (3.18),

p+4

(1 = 4AC(p)e) luall; — 24lu(0)* < 2E(ug) +4AC (p, €)Q(uo) =7,

sendo 1 — 4\C(p)e > 0, para € pequeno temos

p+4

2qJu(0)[? < 2E(u) +4XC1(p,€)Q(ug) 7
1—4XC(p)e — 1 —4XC(p)e ’

2
[zl =

Portanto, temos uma limitagao uniforme para ||u,||5. Agora:

e para ¢ < 0, temos que [ug|3 < C(|Juollgr). Assim, pela conservacio de carga, temos

lu(®)|l 1 < C (Jluollgr), para todo t € [0,T7, logo a solucao pode ser estendida globalmente;
e para ¢ > 0, temos similarmente que ||u(t)|| 71 < C (JJuo||g1)-

Isto finaliza a demonstracao. |

Teorema 3.1.3. Sejam A > 0 e p > 4. Suponhamos que existe € > 0 tal que ||ugl|g < €, entao o

problema (3.1) é globalmente bem posto em H'(R).

Demonstracgao: Da equacao (3.17) e pela conservacao de energia e carga

[zl — 2q[u(0)]* < 2E(uo) + 4>\C(P)||ux||z%||uo\|§%4-
Para p = 4, como |Jug||g1 < &, temos
luz 3 = 2q/u(0)* < 2E(ug) + 4AC(p)e*|us3-
Logo, sendo 1 — 4\C(p)e* > 0, para € pequeno temos

2q|u(0)[? 2E(up)
1—4XC(p)e*t 1 —4XC(p)e*

2
[l =

- .. - . 2
Entao, temos uma limitacdo uniforme para ||ug||5.

Agora, para p > 4, temos
ﬁ
luz I3 — 2g|u(0)]* < 2E(ug) + 4AC(p)e"? [lus |37, (3.19)
4

comuzp%4>0<2+1/:2+p%:§>2).Veja,seq>0,

L4
a3 < 2E(uo) +4AC(P)e™> [[uall3™ + 247 (3.20)
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se g <0,
luel? < 2E(ug) + AAC(p)e™ [Jug |2 (3.21)

Logo, como |lupllgn < &, segue de (3.20) e (3.21) avaliado em ¢t = 0, que E(ug) > 0. De-
fina, f(t) = ||um||§, assim se ¢ > 0, f(t) < 2E(uy) + 4)\C(p)e#f(t)h2y + 2¢e?; se ¢ < 0,

HuxH% < 2FE(uwy) + 4)\C(p)€#f(t)2+Ty. Observe, existe M7 > 0 tal que f(t)HTV < M, para

todo t € [0,T]. Entao, existe M = M (||ug||z1, A, p) > 0 tal que sup ||u.(t)||3 = sup f(t) < M.
t€[0,T] t€[0,7]
Portanto, como ||u(t)||2 = ||u(0)||2, isto permite-nos estender a solugao globalmente. [

Teorema 3.1.4. Seja A < 0. O problema (3.1) é globalmente bem posto em H'(R).
Demonstracao: Da equacao (3.16) e pela conservacao de energia, como A < 0, temos

a3 = 2q|uol® < 2B (uo).

Logo, para q # 0, temos que ||u,||3 é limitada uniformemente, e portanto, ||u(t)|| ;1 < C (|[uo]|z1),

finalizando a demonstracao. |

3.2 Foérmula explicita para o grupo gerado por H, e a projecao

espectral continua

Nesta secao apresentamos a férmula explicita para o grupo unitdrio gerado por H, deter-

minado pelo sistema linear associado com (3.1),

ou

ou_
Yot — (3.22)
u(0) = up.

Esses resultados podem ser encontrados nas referéncias [5, 12, 15]. Na equacdo (3.30) abaixo,
apresentaremos uma férmula para a projecao espectral continua P..

O intuito dessa secao é obter as estimativas para a solucao da equacao linear associada a
NLS-4.

Usaremos a representacao do grupo gerado por H, em termos das autofuncoes (associadas
aos autovalores discretos) e autofuncoes generalizadas (veja Iorio [28], Holmer et al. [26] e Duchéne

et al. [15]). De fato, as familias de autofuncoes generalizadas {{\},cg sdo tais que satisfazem

2
Hppy = %1#)\, 1) € continua,
UA(04) = ¥A(0—) = 2q¥(0).

(3.23)

Assim, segundo Holmer et al. [26] e Duchéne et al. [15], obtemos a seguinte familia de solugoes
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especiais e (z, \) para (3.23), como a seguinte
ex (2, A) = tg(A\) ey + (5 + 1y (N)eFA)XE, (3.24)

onde xY ¢ a fungao caracteristica de [0, +00), X ¢é a fungao caracteristica de (—o0,0] e t, e rq sdo

os coeficientes de transmissao e reflexao

i\ q
te(A) = A) = . 3.25
Tais coeficientes satisfazem as seguintes equagoes
taWP g =1 e t(A) =1 +14(N). (3.26)

A seguir, definindo a familia {1y} g como

() 1 et(xz,A), para A >0,
) = —
A V21 | e_(x,\), para A <0,

obtemos do Teorema 2.1.4 as seguintes relagoes (veja [15], [28]);

1. / Yo(z)Ya(x) dz = 0, para todo X € R;
R

2. / Yu(x)hr(x) de = 6(A — p), para todo p, A € R;
R

3. Yo(z)Yo(y) +/R Ux(z)r(y) d\ = 6(x — y), para todo X € R.

Relembramos que a relagao 3. acima, chamada as relagoes de completamento, no caso ¢ > 0 é dada

por / Ua(x)a(y) dX = 6(x —y) (a demonstracao de 3. para a familia {15} ,cr pode ser provada
R
seguindo as ideias na prova do Lema 3.2.1 abaixo). Mais ainda, a familia {¢\},cg permite-nos

definir a transformada de Fourier generalizada

FOW = [ fa)ha) do, (327

e seu adjunto formal G(g)(z) = / ¥x(z)g(N) dz. Assim, de 2. obtemos imediatamente que G é a
R

transformada de Fourier inversa, a saber,
) = £ 00 = [ 0@ [ f()(x) du da = F(Gg)N).

Mais ainda, da relacdo de completamento 3. obtemos para toda f € L?(R) a seguinte (ortogonal)

expansao em autofuncoes de Hy,

£ = (F. o) + /R F(F)(N)ox (x) dA. (3.28)

Entdo, para u € C(R; L2(R)) sendo uma solugdo de (3.22), o método de separacio de varidveis
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implica que para ¢ < 0

. g2 22

w(z,t) = e Mayg(z) = % (ug, o) o (x) —i—/ ez%t}"(uo)()\)zm(x) dA. (3.29)

R
De (3.28), obtemos que a projegao espectral continua, P., é dada como

1 o0 - —

Pt @) = 5= [ [ (ex@ N + e (Ve 0) £(y) dA dy. (3.30)
T JR JoO

O resultado abaixo descreve explicitamente o propagador e ¢ em termos do propagador

da equagdo de Schrodinger e2 (veja Holmer et al. [26], Datchev-Holmer [12]).

Lema 3.2.1. Suponhamos que ¢ € L'(R) e que supp ¢ C (—oc0,0]. Entdo

e Hag(g) = eitéPp(b(x) + e o (g5 1) ()XY (2)
+(eTM0g(x) + e (¢ x g) (—2))X2 (@), (3.31)
1 d?
onde Hy = YL
0q(w) = qe®" X} (2) e my(w) = d(x) + gq(w). (3.32)

—itH, _

a2
Demonstracao: Chamando U,(t) =e eltq?Pp, obtemos

Us(t)d(a) = o / [ (el Ve (0] + e e (5 o) dy A

= o [T (@) [ SN0 dy+ e () [N dy) i

Mas, como supp ¢ C (—o0, 0],

Jeumow d = [ e oty dy+ 7,00 [ o) dy =300 + (NN

[CuMow dy = B0V [ e 60) dy = -V,

Note que
tg(MNrg(=A) +1¢(MNtg(=A) = 2Re(ty(N)rg(N)) = (3.33)
rq(Nrg(=X) + ta(Mtg (=) = [tg(M) + Irg A)I2 (3.34)
0N = ¢ /O =) gy = rq()\), (3.35)
7q(A) = tq(N) (3.36)

Para z > 0 e usando as equagoes (3.33) e (3.36), teremos

Ug(t)p(x) =

[0 dx = e 0w (0),



3.2 Férmula explicita para o grupo gerado por H, e a projecao espectral continua 34

Por outro lado, para z < 0, usando as equagoes (3.34) e (3.35), obtemos

Uptola) = o5 [ RGN +r(N)e ) dA

2
= e MHog(z) + e (g x o) (—).

Assim, obtemos (3.31). [

Abaixo apresentamos o resultado quando ¢ € L*(R).

Proposicao 3.2. Suponhamos que ¢ € L'(R). Entdo

. . 2 . . .
e Mag(z) = €% Pyg(z) + [e_”H“qﬁ_ (x) + e o (¢~ % gq)(—x)} X2+ e o (o7 w )X
+ [T O RG T (—2) + e (g % 0g) (@) X + e (RO 5 R, (3.37)
1a
2 dx?’
Demonstragao: Seja ¢ € L'(R) e R¢(z) = ¢(—z). Entao, para ¢~ = ¢x° e ¢ = ¢RXY., temos

a decomposicao

onde Hy = —5 -+, Ro(x) = 6(—2), 04(x) = 4% Xo,00) (@) € 7y(x) = 6(2) + 04(a).

¢=¢ +Ro".

Assim, temos, para  # 0,

HyRo(x) = ~ 3 00s(—) = RH,().

suppgp’ C (—0,0] e R(f * Rg) = (Rf) * g. Logo, do Lema 3.2.1,

e Hap(r) = eité o(x) + [e*“H‘)qﬁ’ (z) + e o (¢~ % gq)(—x)} XY+ e Ho (o w7 )X

+ e 0RO (2) + e (RGT x 0) ()| X2 + e TR (RGT x 7 )xS

= eité P,p(x) + [e_“H“qﬁ_ () + e THo (¢ % gq)(—x)} X2+ e (o7 w )X

I [efitHoR(qu(_x) + e~ itHo (¢F = Qq)(x):| X(J)r 4 e~ itHo (Ro™T RTq)X(i.

i a2
Observagao 3.2.1. Considere Uy(t) = e~itHy _ ity P,, da Proposicao 3.2,

1Ug0lly < l12- (3.38)
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3.3 Projecoes e as componentes pontuais e continuas associadas a
equacao (3.1)

Sejam P, e P, as projegoes ortogonais em L*(R) sobre o subespaco espectral continuo e

discreto de Hy, ¢ < 0, respectivamente. Dessa forma, temos que

Py(u) = projy, (u) = <<1Z07 12% Yo = (u, Yo)1o = uptho,

onde u, = (u, o) € C e ¢o(z) = \/—qe?®!, com [[¢)g]|2 = 1; ou seja,
oo
Pyu(z) = v/=ge" / V=aelu(y) dy.
—0o0
Imediatamente P, : L>(R) — L?(R) e P, : L'(R) — L*°(R) sio operadores continuos com

1Ppullz < lull2, we L*(R),

A

1 Ppullo lalllully, we LY(R).

Entao pelo Teorema de Riesz-Thorim obtemos P, : L™ — L, com

1-6 i_1L
1Pyull, < (ja) = full, = la| Ml
1 0 1-06 1 0 1-6 0 1 1 1 1 2
-2 e =4+ =2 09eo.10:1 -4+ —=1le-——=1-6=1-——.
comr 2+ 1 er’ 2+ o0 2’ €[0.1}; Ogo’r+r’ er r! r!

Assim, para u = u(z,t) solucao de (3.1), temos formalmente a decomposigao u(z,t) =
up(t)o(x) + ue(z,t), onde uc(x,t) = P (u(x,t)). Note que (u.(t), 1) = 0, para todo t, entdo,

Euc(t), 1o ) = 0, para todo t; ou seja, dyu.(z,t) pertence ao espago continuo. Aplicando formal-

mente P, em (3.1), temos

Py(i(uptho +uc)t) = Pp(Hg(uptbo + uc)) + Pp(—Aluptho + uel” (uptho + ue))
= (iatup) o = Pp(Hq(upwo +uc)) — A(‘uzﬂm + UC‘p(uzﬂ/’O + uc), Yo)o,

2
mas como H gy = Egig, sendo Ey = —%, temos

Pp(Hy(uptbo +ue)) = (Hy(uptho + uc),o)bo = (Hy(uptbo), o) tbo + (Hy(ue), %o) o
- EOupr + <Hq(uc)7 1/}0>1/}O-

Além disso, como H, deixa Z(P.) invariante, pois (Hy(u.),%0) = (ue, Hy(¥0)) = (ue, Eotbo) =

Eo{uc,vp) = 0, entdao obtemos

(i0yup) Yo = Eguptho — X|uptbo + uelP (uptho + ue), Yo)vo,

logo, (i0:up — Eouy + A(|uptho + uelP (uptho + ue), o)) o = 0, como g # 0, teremos i0yu, — Eou, +
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AJuptbo + welP (uptho + ue), o) = 0. Entdo, se aplicarmos as projegoes P, e P, em (3.1) e usamos o

fato que Z(P,) é unidimensional, podemos reescrever (3.1) como o sistema

iOpup = Egup — AMfp(up, uc), (3.39)
10iUe = Hquc - Afc(up, UC)’
onde up = up(t) € C, ue = u(t) € ‘%(PC)’ €
Foltupsuc) = ([uptho + ucl? (uptho + ue), o), (3.40)

fe(up, uc)

Pe (luptho + uelP (uptho + ue)) -

Se pensarmos em EP (Subespago gerado pelas autofungoes associadas a autovalores com parte real
negativa; ou seja, em nosso caso, EP = [iy]) como o “subespaco central” no Teorema da Variedade
Centro Ordinaria (veja [23, Teorema 2.9]), podemos procurar uma funcio h : EP — E¢ = Z(P.),
cujo grafico é invariante sobre o fluxo gerado por (3.39). Posteriormente, mostraremos que tal
funcao existe (Teorema 4.2.1) e que a “Variedade Centro” definida por seu gréfico é preenchida com

érbitas periddicas (Segao 4.1).

3.4 A equacgao linear associada a NLS-§ e estimativas dispersivas

Considerando a equagao linear de Schrodinger

Ou

1— = H,u,
ot 1 (3.41)
up(z) = u(z,0) € HL(R).
A partir do que foi discutido na sec@o anterior, temos o seguinte resultado para Uy (t) = e ity _

e
"7 P,
No Lema 2.2.1 temos uma estimativa para a equacao linear associada a NLS. No préximo

lema, veremos que também temos a mesma estimativa para a equagao linear associada a NLS-J.

;=

1 1 /
Lema 3.4.1. Set#0, -+ — =1 epe€[1,2], entao Uy(t) : LP(R) — LP (R) € continua e
p

111l

NI

U1, < ol =G

1 1
Mais ainda, se 0 > — — =, entdo
p

[\)

10 F 12 <l G £

Demonstragao: Primeiramente, de (3.38), ja temos ||U,(t)f||, < ||f|l5. Por outro lado, da Pro-

posicao 3.2 e pela desigualdade de Young,

c

VI

WUaflle < Sl + 1157+ eglla + 157 # gl ]
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C
R+ + R+R
o [IRF I+ 17 ¢ el + RS+ Ry
C
< B+ lel Il
C
< —Ilh

VIt

Assim, temos U,(t) : L? — L? e Uy(t) : L' — L*°, entdo pelo Teorema de Riesz-Thorim

, g 1-0 1 6 1-6 0 1
obtemoqu(t):Lp—>Lpcom—:i—i-Te—,:i—i-?:ia96[071]710g0];+17:16
1 1 2

___/:1_9:1——I.Portanto,

p P p

1

_1\1-0 A i (i1
U, &) £, < (CleI7%) 151, =t 2 g, = o G-Dig,
Agora, pela desigualdade de Holder generalizada e pela desigualdade mostrada, obtemos

U@l = [@O@)f|, < @)

@, < @

~(3-3)
1 G,

—0

< 00, é necessario que op; > 1; ou seja,

. Para que H(m)
p1

DO | —

Lema 3.4.2. Set #0, entdo ||Uy(t)fll;2 < C’|t|*%||f||Lg, para o > 3.
Demonstracao: Pelo lema anterior, mostramos que
~(2-3)
U fllz < Clef 2 ]| flp,

p € [1,2]. Em particular, tomando p = 1 e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

U@ Fll2 < CHITZNFl = CRI72 ] (=) ()7 £l
< ORI @77l (@) £l
ClH173 1 £l112

A

IN

pois || (z) 7 |j2 < oo, para o > 1. [ |



CaApPiTULO 4

Caracterizacao da Variedade Centro
local W},

Neste capitulo, provaremos que a equagao nao-linear (3.1) tem uma variedade invariante
WP (a variedade centro) que esta préxima de EP = [¢)g]. Em WP todas as érbitas periddicas sao da

forma
u(z,t) = e_i(Et_G)’l/JE(.%'),

onde Yg é a solugao positiva (médulo rotagao) de
(Hy = ANYE[P)E = EYg,

a qual serd obtida no Teorema 4.1.1 via o Teorema de Crandall-Rabinowitz. Finalizamos mostrando

a existéncia da variedade centro local no Teorema 4.2.1, a saber, WY.

4.1 Existéncia de uma curva suave peak-standing waves

2
Inicialmente, enfatizamos que ¢ < 0, pois o, (H,) = —%}

Se em (3.1) consideramos u(x,t) = e "F=yp(x), com ¢y € Y(H,), temos que Vg

satisfaz formalmente

(Hyq = AMYp(2)[) Yp(z) = EYp(x), paraz € R —{0}. (4.1)

O seguinte teorema mostra a existéncia de uma curva E +— 1g, a qual é solucgao de (4.1).

2
Teorema 4.1.1. Seja Ey = —%. Para A > 0, seja E < Ey e para A <0, seja E € (Ey,0). Entdo,
para p > 1, existe uma solugdo positiva Vg (zx) da equacao (4.1), tal que:

(a) ve € D(Hy);

(b) para Q@ =R — {0}, a funcio E = |[¢YE| g2 € diferencidvel para E # Ey, e

Eh_%o Vel H2(0) = 0,

38
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isto ¢, (Y, E) bifurca a partir da solugdo zero em H?(Q), assim em LP(R), com p > 2*;

(¢) Para todo o € R, existe uma constante Cy, tal que

{z) Yl 20) < Coll¥El H2(0)-

39

Demonstracao: A ideia é aplicarmos o Teorema de Crandall-Rabinowitz (veja pagina 20). Con-

sideremos a seguinte aplicacao

M:YDH,) xR — L*R)
(0, E) — MW, E) = Hyp = A[p|Pyp — Enp.

Inicialmente note que a aplicacdo 1 + [1)[P1) é uma aplicacdo de classe C? para p > 1. Agora, para
EcRe& ¢ e YH,), temos

T 0 BE] = (Hy = Mo+ DIup — E)& OM Y1) = vy
32M 82./\/(

aboy VP ==& suo5 ¥ E)LIE = =&
2 2

o (. E)id] = —wlp+ Dlul? o oM

55z W B =0.
Portanto, as derivadas até segunda ordem sdo continuas, assim M é uma aplicacdo de classe C?.
Além disso, temos que

e M(0,E) =0, VE € R;
oM

. W(O’EO)[Q = (H, — Ep)§, para todo & € Z(H,);
J «/1/<%—/:;(0an)) = [tho], com [[¢holl2 = 1;

onde ¢y > 0 é dada explicitamente pela equacao (2.24). Considere Ly = %—J:;(O, Ep). Como Ly é
autoadjunto, dim (4(Ly)) = codim (Z (L)) = 1.

Agora, suponhamos que

O’ M
500 0 Bl = o € R (Lo) = [MLo)]

logo, / [ ()| de = 0, um absurdo, pois |[1ho||2 = 1; entdo —tpg ¢ X (Ly). Portanto, pelo Teorema

de Crandall-Rabinowitz, Teorema 2.3.2, (0, Fy) é um ponto de bifurcacao; ou seja, existe uma curva

(E,¢E), tal que M(E,¢g) =0 para E em uma vizinhanca de Ey. Assim ¢ € Y(H,) e satisfaz

(Hy = AYpl’) Ye = Ep. (4.2)
*Tmersdo de Sobolev: H?(Q) C LP(R)
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Agora para 1y, temos ((Hy — AYEg|P) ¥E, vo) = (EYE, o), como H, é autoadjunto e Hythg = Egio,

obtemos

(Eo — E) (YE, o) = A|[YePYE, o) -

Sendo assim, desde que g > 0 (Pela unicidade de solugao em [17, 18, 29]), entao
e se A >0, entdo E < Ey (veja [17, 18]);
e se A <0, entdao E > Ey, ou seja, E € (Ey,0) (veja [29]).

Para provarmos o item (c) basta lembrar que pela unicidade de solugao como comentamos

na introducao desse trabalho, obtemos

2
2 P
Yp(r,t) = %\/—QE sech (gx/ —2E|z| + tanh—1 (_ q >)] ’

se E<FEyeAl>0e

iSAIN)

IbE(.%', t) =

2 v—2F
%\/—QEcosseCh <§\/—2E\xl + tanh™* ( 4l ))] )
q

se By < E<0eA<O. [ |

4.2 Caracterizagao de W}

O objetivo principal dessa secdo é mostrar a existéncia da variedade centro local e sua
caracterizacdo. A variedade invariante ird consistir de uma familia de érbitas periddicas da forma

eii(EtfewE(x), para E € I C R, assim definimos o conjunto
WE = {eyp(x): |E— Eo| <pe0<0<2m}.

W] seré a “variedade centro local” em nossa interpretagao. A ideia principal ¢ escrever W}, como
o gréafico de uma funcdo do subespaco linear gerado por 1)y, em seu complemento % (P.). A saber,

dado um ponto ey € W1, o escreveremos da seguinte forma

¢y (x) = upho + h(up), (4.3)
onde u, = <ei9¢E, 1/)0> € C e h(up) € Z(P.). Assim, vamos provar a seguinte teorema:

Teorema 4.2.1. Ezxistem um intervalo ao redor de Ey, (Eg— p, Fo+ 1), para g pequeno, um 6 > 0

e uma funcao h de classe C*

h:{u, €C:|u,| <3} = LZ(R) N H(R) N Z(P.),



4.2 Caracterizagao de WF 41

tal que a variedade centro local WY € dada por

WY = {¥ 2 b =uptho + h(up); |uy| < 6}

Notamos que h(0) = 0. Além disso, h e E = E(|uy|) satisfazem o sistema

h(up) = A(Hq_E)_lfc(up’h(up)),
Ey-E = Auglfp(upah(up)),

e assim h(u,) € Z(P.).

Antes de iniciar a demonstracdo do Teorema 4.2.1, iremos demonstrar alguns resultados

que nos serao uteis.

Lema 4.2.1. Seja a > 0. Entdo, o operador
(@) (Ho — BE)"Ha)™® : L*(R) — L*(R)
€ limitado para E € p(Hp) = p(—A,) = C —[0,00) e Im(E) > 0.
Demonstracao: Primeiramente, para f € L2(R) e a > 0,
1718 = [ W@F do < [ 1@ s @) do = 12,

ou seja, L2(R) C L*(R). '
Consideremos k = /—FEi. Entao Imk > 0. Seja Gp(z) = ikl Assim, pelo Teorema

2k
2.1.2, para h € L?(R),
(Hy — E)"'h =Gy + h.
Seja g € L?(R), entdo
@) (Ho — B)~ @)=l / *(Gix (o) ) @) da
2
/Gk (@ —y)(@)*(y) " “g(y) dy| du,

mas, como para todo z,y € R,
(@) ()™ <CA+(z—-y)*"),
e Gy, (2)*Gy € LY(R), temos

() (Hy — B)(z)~g]2
2c/y/akx— () dy dm+zc/y/akx— y){z - 4)°g(y) dy

= 20 (|G * gl + [Gx () + l13) < 2 (IGkIFlglI3 + Gk () 1Fll9]13)

2

IN

dz
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= Cillgl3,

o qual finaliza a demonstragao. |

Agora, ao substituirmos formalmente ey = u,1o+ h(u,), com u, € C e h(uy) € Z(P.),

em (4.1) teremos
(Hy — Muptbo + h(up)[P) (uptbo + h(up)) = E(uptbo + h(up)). (4.4)

Aplicando P. e P, em (4.4), respectivamente, obtemos que a procurada h tem que satisfazer o

sistemal

{ hlup) = MHg— E)™ fe(up, h(up)), (4.5)

Eo—-FE = /\uilfp(upah(up)),

com u, # 0, onde as funcoes f. e f, sdo dadas pela equagao (3.40). Notamos que, obviamente

h(u,) € Z(P.) e para todo § € R, u, € C e u, € Z(P.), temos as relagoes

fc(ewupaewuc) = eiefc(upauc)a
Fol€uy, ePus) = e f,(up, ue).
Portanto, para u, = |u,|e? (forma polar), obtemos a relagio
hup) = h(eupe™™") = e h(upe™™) = 2Ry ).
P

Logo, da relacao anterior, basta-nos considerarmos h como uma funcao real de uma varidvel r,
h = h(r).

A seguir vamos determinar a funcdo h. Iniciamos com o seguinte resultado de regularidade.

Lema 4.2.2. Consideremos Iy = (Ey— 0, Eg+0) e Iy = (=4,0), sendo 0 suficientemente pequeno.
A aplicacao

A xIpx (L2NHY) — L2nH!
(B,r,h) — JHE,r,h) =h—\NH;— E)"1f.(r,h)

¢ de classe C', para o > 3

Demonstragcao: Primeiramente, veremos que J# estd bem definida em Ey. Sabemos que Fy é um
ponto isolado de o(H,) e H, é autoadjunto. Entao, por [25, Teorema 6.7], H, — Ey restrito ao
D(H,) N [ANH, - Eoﬂl = Y(Hy) N H(P:) = M tem inverso limitado; isto é, Ey ¢ o (Hglyy)-
Logo, .# esta bem definida em Ejy, pois f.(r,h) € Z(P.).

tLembre que independente do sinal de A e da estrutura do espectro de H,, o valor de E sempre estara na resolvente
do operador H,
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A seguir, mostraremos que J#(E,r,h) € L2 N H'. Observe

IHErBIE = [](he) - AH, ~ B elron(e)) @[ da

2[h2, +2w/\ ((H, — B) " el h@)) [ e (4.6)

IN

Agora da equagao (2.17), temos que

(Hq = E)" fe(r, h(z)) = (Ho — E)™ fe(r, h(x)) WD £ (r, h(y)) dy,  (4.7)

+ /R Qk(iqq+ 2%
onde k = \/—FEi, entdo
(@) ((Hy — B) 7 fulr,h(@))) [

e V—=E|z
< 2\<x>0(H0—E)_lfc(r,h(x))‘2+Cq,E —2V=FBle (5

vV—-FE

(/ VI £, (1, h(y) dy)2,<4.8)

2
Tt 2k e lembrando que f.(r,h(z)) = P.(|rvo(z) + h(z)|P(ro(x) + h(x))). A

seguir, note que para f € L?, podemos escrever, f = P.f + P,f, logo () P.f = (x)° f — (z)° P, f.
Entao,

onde Cy g =

@) Peflly < \[fllez + (o)l 1G2) dolly < [1F Nz + ¢l fl;- (4.9)

Chamando f := |rig + h|P(r1pg + h), como H' < L*, temos

1113 = / [ripo(@) + h(@) [P ripo (x) + h(w)* dz < [ + R ||rdbo + Rll5 < e [lrio + AlIF

1f g = @) lrbo + hP(ribo + B3 < o + R (1(@)7 (ro + )5 < e1 lribo + Rl Fs -

Agora, para a primeira parcela de (4.8), temos Lema 4.2.1, de (4.9) e das duas estimativas acima,

obtemos
o — 2 2p+2
[(@)7(Ho = B) el m)||, < ellro+ bl

por outro lado,

/R ~2V/=Elel (/ “VEEWL £.(r, h(y))] dy>2 dx
= [V o ([ T (o) dy)2

e ( [esn dy) ( [ 15t )P dy) — C4Cy | P (rafo + BP (o + 1)
< CyCs|||rbo + hIP (rbo + h)||3 < C1CoCs]ribo + h||§§1 b + hl|3
< C1CyCs]|rpo + h||2p+2,



4.2 Caracterizagao de WF 44

com, Cy = / e VTERI)20 dr < 00 e Oy = / e 2V=EWl 4y < 0. Logo,
R R

1B, v, W15 < 2[hlI7, + 2¢lirdo + AllFi +2Callrdo + I < ClRITE R < oo

Entdo, #(E,r,h) € L2(R). Observe que 4 E,r,h) € H'(R), pois do Teorema 2.1.2, temos que
(H, — E) "L f.(r,h(x)) € X(H,) C HY(R) e h € H'. Portanto, #/(E,r,h) € LZ(R) N H'(R).

Agora mostraremos que # é de classe C'. Note que f.(r,h) = P.G(ro + h), onde a
aplicacao G é dada por

G:HY(R) — HYR)
g Glp) = ey

Como, G'(p) = (p+1)|¢|P. Claramente, G € C'(H'(R), H'(R)). Mais ainda, facilmente, mostra-se
que G € CY(HY(R) N L2(R), L2 (R))

A seguir provaremos ||(z)?(H, — E)~ 1PCG(g0)H§ < cHgoH?fl ||g0\|%g, para p € H' N L2. De
fato, da equagao (2.17), temos

(Hy = E)™' PG(¢)() = (Ho = B)"' PG(e) (@) + | meikﬂylﬂwaa(@)@) dy, (4.10)

onde k = v/—Fi. Lembramos que

(Ho— B) ' PG)) = (Grx PG = [ o

ik|z—y|
T P.G(p)(y) dy

e, como P.f = f — Ppf = f — (f,%0)dbo, temos

e“f‘”‘“‘Aeik'y‘Pc(\w\pw)(y) dy = eik‘x‘éeik‘y'\w(y)\pw(y) dy—e“f‘”‘“‘/Re”“'y‘Pp(!w!%)(y) dy,

entao

(H, - B) ' RG(¢)(@) = <Gk*PcG<w>><x>+mem‘x‘ [ e Mlew)rety) dy

W Zkm/ kYL (| olPo, 1bo0) Yoly) dy

Agora, usando o Lema 4.2.1, obtemos

2 2
(@) (Ho = B) ' PulleP )|, = || (2)7 (Ho — B) ™ (@)~ (@) PullelP)
C (z)? P.(|pP@)l|2 < C 1) o[Poll2 + C |1 @) {|olPe, o) woll2
Clel P lellzz + ClllelPe, v llvollzz < Cliel lellzs + Clelli el llvoll3s
Cllel 2 llel3

ININ

IN

e lembrando que ik = —v/—F concluimos as seguintes estimativas,

2 2
dac:/ ‘(m)”elklxl
R

2
dz

o)l [ Mg (y)Pety) dy
R

/ e*¥|o(y)Po(y) dy
R




4.2 Caracterizagao de WF 45

2 ) 2 )
dm) ’ / Y () dy] < Cllel el

< Ol ([ [@en

J

2
de = Cl{lele,vo)”

2 2
< Cliel® llel2

2

(@7l [ Mol o) bo(y) dy

/ el (y) dy
R

N

sendo C' é uma constante positiva. Logo,

“(H, - BE)'PG(p)| < 2 Nl
(@)7(Hy = BE) " RG(o)|, = cllellllelLs -

Entao,

|(@)7 (Hy = B PG (9) |, < ellolfins - (4.11)

Mostraremos agora que (H, — E) "1 P.G(p) € C*(I; x H'(R), H(R)). Claramente,
(H, — E)"'P.G(p) € H'(R).

Pelo Teorema 2.1.2, temos

2qk
iq + 2k

(H, — E)™' = (Hy— E)™" (- Gi()) Gr().

Logo, chamando A = (H,—E)~! e recordando que (Hy—E) "' P.G(¢) = (Gx*P.G(p)) e k = /= FEi,

das relacoes

APRG(p) = (Ho—E)_lpcG(SD)—i;ik% (PG(9), G 0)) G () (4.12)
Sty - B) G 0) - I (PG (0GR Gl (4.13)
M) (S na) - o (2850) (PG Gl

. <<Pca<so>, 2l) > Gr() + (P.G(9), G 8%”;9) )

vemos imediatamente que sao elas continuas em I; x H'(R). Entdo, das relagdes (4.11), (4.12),
(4.13) e (4.14), temos (H, — E)"'P.G(p) € C*(I1 x HY(R) N LZ(R), H'(R) N L2(R)). Logo,
HE,r h) € CHI; x HY(R) N LZ(R), HY(R) N L2(R)). u

A seguir, vamos demonstrar o Teorema 4.2.1.

Demonstracao: No Lema 4.2.2, provamos que
HB,1,h) € C1 (I x I x (H'(R) N LE(R)) , H'(R) N L2(R))

Além disso, temos que



4.2 Caracterizagao de WF 46

e JEp,0,0) =0— A(H, — Eo)~'f.(0,0) =0
e Dy H(Ep,0,0) = DpH(E,r, h)|(E7r,h):(E07070) = I
Logo, do Teorema da Funcao Implicita, temos
(i) existem abertos U = B(0,¢) = {h € LZNH" : ||| 2npr < €}, V = (Eo—p, Eo+ ) X (—p, 1) C

I x I e uma tnica aplicacdo h: V — U tais que para todo (E,r) eV

Jf(E,r,ﬁ(E,r)) =0.

(ii) a aplicacdo h é de classe C' em V, h(E,0) = 0, para todo E € I; e

Dh(E7 0) - {8E‘FL(E, 0) 8TE(EO,O)} = _(Dh%(EEOaO))ilD(E,T)‘%/(Ev 070) - _D(E,r)%(E7070)7

onde — D ;) H(E,0,0) = — (95 4E,0,0) 8, (E,0,0)].

Agora, substituindo A(E,r) na segunda equacao de (4.5), obtemos

Ey— E = Ar™! fy(r, h(E, 1)) = adlrdo & B(E’T)P(:% + h(E,7), o)

Logo, podemos considerar

jlvg11><]2 — 15:(—5,5)

(E,T’) s /(E,’I“) =Fy—E— A(‘?“Ibo + B(Eﬂa)‘p(mpo + B(Evr))aw(ﬁ.

Veja que claramente, exceto para r # 0, ¢ é uma funcao de classe CY(V,Is). Veremos que Jé
diferenciavel em r = 0. Provamos anteriormente que 8,h(E,0) = —9, 4 E,0,0) = 0, assim como

h(E,0) = 0, para todo E € I, h(E,r) = o(r), quando r — 0 (Para a definicao de o, veja [16, pag.
704]). Note que

~ h Er h Er P
|0 + h(E,T)|P <wo+7(r )>|:|r|p 1,[)0+7(T ) ,
| iy hE )| )
mas, para r suficientemente proximo de 0, |99 + ———= < (), entao
r

J(E,0)=1lim #(E,r)=E)—E.

r—0

Além disso, temos

op F(E,r) = —1— \Ap A1)l + B(E,r)\p(BEB(E,r)),ww’

r

(p+ 1)|reo + B(E, r)]p(arﬁ(E, r)) — |rio + iL(E, )P (rio + B(E, 7)) T/JO>
7"2 ) )

o J(E,r) = —)\<
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assim

O #(E.0) = lim 9 #(E,r) = 1,
0 A(E.0) = lmm &, #(E,r) = 0.
Logo, _# é uma fungio de classe C*(V, I5). Observe que
o J(Fy,0)=0
e Op #(Ey,0) = aE/(E7O)’(E,r):(E0,O) =-1.
Desta forma do Teorema da Funcao Implicita temos

(i) existem abertos W = (Ey — e, Eo + €) € I, Uy = (—€1,e1) € I e uma tunica fungao
E : U; — W tais que para todo r € Uy

H(E(r),r)=0. (4.15)

(ii) a aplicagio E é de classe C! em Uj e
e E(0) = Ey
° E/(O) = —(8Ej(EO,0))7137»/(E0,0) = &»/(E(),O) =0.

Finalmente, de (4.15), obtemos nossa desejada relagao

By B(r) — Aot BUEG) PPl +ROEE). 1) v) w1

Sendo assim, definimos para u, € B(0,9) C C, u, # 0, 6 pequeno,

Uy ~
h(up) = Eh(E(|up)), [up]), com fuy| <, (4.17)

||

entdo h(u,) e E = E(|uy|) satisfazem o sistema (4.5). Note que provamos que E(r) é de classe C*

assim como h; desta forma, segue-se que h também é de classe C'. |



CAPITULO 5

A NLS-0 em espaco de Sobolev com

peso

Neste capitulo, temos como objetivo estudar a parte dispersiva do grupo associado ao
operador Hy e a solucao sobre a parte espectral de (3.1), ambos sobre espagos de Sobolev com peso.
Todo esse estudo serd necessario para provar o Teorema 6.2.1 sobre a aproximagao a variedade
invariante centro do proximo capitulo.

Inicialmente faremos algumas consideragoes e, em seguida, apresentaremos algumas esti-
mativas dispersivas do grupo {eith }teR em espaco de Sobolev com peso, a saber, H} (R) e H2,(£2),
m > 1 inteiro. Tais estimativas serao utilizadas na dltima se¢dao, onde veremos propriedades para
as solugdes no espectro continuo do problema de valor inicial (3.1).

Neste capitulo chamamos uma atengao especial as notagoes p e p. O indice p (romano)
serd utilizado para denotar o indice do espago de Lebesgue e o p (itélico) para denotar a poténcia

da nao linearidade do problema (3.1).

5.1 O espago LP(I,L")

Parap,r € [1,00), definimos LP(I, L") o espaco de todas as fungdes mensuraveis f : [ — L”

tal que / | f(t)||E dt < 0o, onde I C R. Com a norma
I

s = ([0 )

o espago LP(I,L") é um espago de Banach. Definimos L*°(I, L") o espaco de todas as fungoes
mensuraveis f : I — X tal que t — | f(t)]|, é essencialmente limitada em I C R. O espagco

L*°(I,L") com a norma

[ fllzee(ryrr = esssup || f ()]
tel

é um espago de Banach. Quando I = [0, T}, diremos que f € LP(0,T; L") e sua norma serd denotada

por || f]l L Nessa definicdo podemos trocar L™ por um espaco de Banach qualquer.

48
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5.2 Espacos de Sobolev com peso

Sejam k e m numeros inteiros nao negativos. Denotamos por W,’f]’p = Wf{p(R) 0 espago

de Banach complexo com a norma

1

k m P
mem:(gnwww+§:www>.
a=0 a=0

Quando p = 2, denotamos H* = HF (R) = I/IgrlvaQ(R).
Consideremos Uy (t) = e itHq _ o=t P,.

2 1 1
Proposicao 5.1 (Estimativa de Strichartz). Se 2 <p',r <oc e — = 3T o entao
r p
06C)6 gy < €l (5.1
para toda ¢ € L2.
Demonstragao: Veja [11, Teorema 2.3.3]. [
. , 2 1 1
Proposigao 5.2. Se2 <p',r <ooe—-=_-——, entao
r 2 p
1Ua()l 1y gy o < cllgll2 (5.2)

para toda ¢ € L2.

Demonstracao: Seja ¢ € L2(R), do Lema 3.2.1,

CACTI PRI ICICEEAINCRS] IR IO

+ U006 * ) (=)o

LT(R)LY

)

Ly (R)LY

onde 7, e g, sdo dadas na equacao (3.32). Note que

¢ x7q = ¢ (b0(x) + 0g) = o+ 0o(x) +d* 09 = ¢+ b * 0,

assim, da Proposi¢ao 5.1,

1Ua()Oll gy = clldt+ @ xeglly +clllly +cll(@x o) (=)l

pela desigualdade de Young,

10eO)l gy = clidlla+elidllz lleglly +cllglly +cliollz log(=9)lly
Cliell-

IN
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[ |
Observacgao 5.2.1. Na demonstracdao anterior, vimos que
GxTg =D+ ¢ * g
Por outro lado, pelo Lema 3.2.1, sendo ¢ € L'(R), com supp ¢ C (—o0,0], entdo
e—ith ¢($) — eit% pgb(x) + B_itHO (Qb * Tq)(x)X[O,oo) (x)
e MG (@)X (—oo.0) (%) + €6 % 09)(~2) X(—00,01 (2)-
Logo,
e—itHo (¢ * Tq)(x)X[O,oo) (x) — e_itHo ((b + ¢ * Qq)($)X[0,oo) (DU)
= ¢ "00@)x[,00) (%) + €765 0) ()X 0,00 ().
Mas
e_”HOqﬁ(x)X(—oo,o} (@) + e—itHo(ﬁ(x)X[Opo)(x) - e—itHo¢(x)
e
e*l'tHO (¢ * Qq)(—x)X(foo,O] (.%') + eiitHO (¢ * Tq)(x)X[07oo)(x)
o itHo (¢ % Qq)(’w‘)X(foo,O} (x) + e—z‘tHo(qj * Tq)(\x!)x[o,oo) (z)
e "0 (¢ x gg)(|2]).
Portanto,
) i q2 . :
eilth(ﬁ(x) — 62t7pp¢($) + efthoqs(x) + e—tho ((25 * gq)(|x|), (5.3)

ou seja, o Lema 3.2.1 nos fornece como podemos escrever U, em termos de Uy e das estimativas
para Uy sdo obtidas de [24].

1
P

e T > 0. Entao, para

N |

2
Lema 5.2.1. Sejam 2 <p/,r < oo com — =
,

6.0) = [ Uyt = )56 ds,

temos
176l < e (5.4)
/ 1 1 1 1
para toda f € L™ (0,T;LP), onde —+ - =1e—-+—=1, ¢
roor p 7

1 Dz < el e (5.5)
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para toda f € L (0,T;LP) e todo t € [0,T]. Além disso, para cada f € L™ (0,T;LP), I(-, f) €

C([0,T); L?).

Demonstragao: Se p’ = 2, basta ver que [|U,(t)¢||, < ||¢[l2. Logo, consideremos 2 < p’ < oo,

assim

IN

||I(’ f)HL%LI;/

IN

mas, pela desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev,

T

</°T Uot 1Tt = )£ (5)ll, dS]r dt>%
(ATLAzﬂt‘ﬂeﬁhuwﬂbd%rdﬁ;,

L
o

T t _ l_L] r T .
(/0 l/o C\t—s\( p)”f(S)des] dt) Sc(/o [FLE ds) = cllfll o -

pois
2 p 2 p 2 p ’
2 1 1 1 1 1 1 1 /1
'2:5_5:2:4+P+§_§:5_@

1
)

HC N e < ey e -

Para mostrarmos (5.5), por densidade e dualidade precisamos somente mostrar que, para toda

¢ € AR) e para todo t € 0,7

(@, 1(t, 1)) < clldll2 [ fll y 1o »

(-,-) representa a dualidade com (1, ¢) = /¢(m)go(x) dz. A partir da demonstragao acima, temos

I(t, f) € L¥, para quase todo t € [0, T]. Ento,

(6, 1(t, ) =\<¢A%@a—@ﬂ@d§

IN

IN

IN

HUq()QSHL:(R)LI;/ HfHL?"T/Lg )

pela Proposicao 5.2,

([ 1= spoly, a5)” ([ sy as)”

[ it = 516,560 s

[ 1t =510, 7)1 ds < [ 10,00 =)ol 176, ds
0 0

1

(o, I N < ellgllag 11l e s
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obtendo (5.5). Por fim, resta-nos provar que

Sejam f; € Cy([0,T] x R)(espaco das funcoes continuas com suporte compacto), com j = 1,2, ...,
tais que

Ilfj — f“L;’L‘; — 0, quando j — co.
Entao, I(-, f;) € C([0,T); L?), pois Uy, (t) é unitério sobre L?. Mais ainda, da equagio (5.5)
G f3) = 10 Dl ez < ellfy = fllyrp = 0, quando j — oc.

Portanto, I(-, f) € C([0,T]; L?). [ |

Para todo inteiro nao negativo m e para todo p, com 1 < p < 00,

S [0 <elolugs, (5.6)

a+B<m

para toda ¢ € WP(veja [44, Teorema 4]). Em particular,
[(z —itd)*¢ll, < C(A+ [t)™ [ ellwzm-r, (5.7)

sempre que « < m, t € Re ¢p € WP,

Proposicao 5.3. Se ¢ € HL(R), entdo
¢x7q € H{(R) € §x 04 € H(R),
onde 14 € 94 sao dadas no Lema 3.2.1.
Demonstracao: Seja ¢ € Hi(R). J4 sabemos que
P*Tg =+ P * 0,

entao

l6 a2y = N6+ 6 aallZ
< 2(lol3 + 116+ ogll3)

d
= 2 (wu%,; =200 gyl + 106 = el + | (0 0

;>
j

d
~ 9 <H¢||§{11 + 201 % 013 + (6 * 0g)II3 + H (d_i . Qq)
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mas, para todo « inteiro nao negativo,

(P 0g)(x) = /_O:O r(z —y)og(y) dy = /_O:O((w —y) +y)*o(x — y)og(y) dy
< C(a) /O:O(:U —y)*d(z — y)og(y) dy + C(a) /O:o o(x —y)y“oq(y) dy

= C(@) [((z%9) * 09)(2) + (& * 2%04)(z)]

entao, usando a desigualdade de Young, com a =0e a =1,

(@ 0)3 < Cla) [[(@6) % ogll3 + & * %0y 3]
< C(a) [Ie°0l3lloqll} + 111312 eqlIF]
< C@lol

e
2 2
[(Zra)| < |F 1t < clol,
logo,
16 % 7471 < C@) @l
ou seja,
¢ 74 € Hi (R).
Da demonstragao dada, obtemos imediatamente ¢ x o, € H{(R). [

Observagao 5.2.2. Na Proposicao anterior, mostramos que para p=2 ek =1, se ¢ € Wli’p(R),
entio ¢ x4 € Wkl’p(R) e p*p, € Wkl’p(R), mas, note que se consideramos p > 1 e k um inteiro
ndo negativo fizo, se ¢ € WP(R), entdo ¢ 7, € WP(R) e ¢ % o4 € W P(R).

Lema 5.2.2. Seja 2 < p’ < 0o. Para todo t € R, Uy(t) : Wll’lD — Wle’ é um operador limitado,

1 1
com — + — = 1. Além disso, para qualquer t,s € R com t # s e para toda ¢ € Wll’p, temos
p b

(x +itd)Uy(t — s)p(z) = Up(t — s)(x + is0)p(x) + sign(z)Up(t — s)(z + is0)(¢ * 04)(|z|). (5.8)

Para p’ =2, Uy(t) € limitado para todo t € R e a equagao (5.8) vale para todo t,s € R.

Demonstragao: Se ¢ = 0, [24] mostra que

(x +itd)Up(t — s)(x) = Up(t — s)(x + isd)(x)
(x +itd)Up(t — s)¥(—x) = —Uy(t — s)(z +is0)(—x), (5.9)

para toda i € Wll’p e para todo t € R, Uy(t) : Wll’p — Wll’p/ é um operador limitado, com
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1 1
— + — = 1. Desta maneira, de (5.3), para toda ¢ € Wll’p7
p P

1Ua@llyrer < Vo)l a0 + [1Uo(E) (@ % 0g)(] & Dllyy10r

¢ [I9llyae + 1166 % 0)(1 ® o]
¢ ||¢HW11’P’

IN

IN

pois (6 0)(a])] = sign(o) (-0 0, ) (o]

Para ¢ < 0, pelo Lema 3.2.1, se consideramos 2 < 0, obtemos
(z + itd)U,(t — s)p(x) = (z+itd)Us(t — s)p(x) + (z + itd)Us(t — 8)(¢ * 0g)(—x), (5.10)
entdo pela Proposicao 5.3 e (5.9), temos
(z +itd)Uy(t — s)p(x) = Up(t — s)(x + isd)p(x) — Up(t — s)(x + 2is0) (¢ * 0)(—);

por outro lado, para x > 0, temos, por um procedimento similar ao feito em (5.10),

(x +itd)Uy(t —s)p = (z+itd)Up(t — s)(¢ * 74)(2)
= (z+itd)Uo(t — 5)(¢ + & * 04) ()
= (z+td)Uo(t — s)¢ (z +it0)Up(t — 5)(¢ * 04)(x)
)

(z) +
= Up(t —s)(x +is0)p(z) + Up(t — s)(x + is0)(¢ * 0q)(z),
portanto,

(2 + it0) Uy (t — )6 = Up(t — s)(x + is0) + sign(z)Uo(t — 5)(x + i50) (6 * o) (J]).

Vamos estender agora o Lema anterior para o espaco W,LP (R).

Lema 5.2.3. Seja 2 < p' < co. Para todo t € R, Uy(t) : WP — WLP" ¢ um operador limitado,

1 1
com — + — = 1. Além disso, para qualquer t,s € R com t # s e para toda ¢ € Wll’p, temos
p b

(x +itd)Uy(t — s)p(x) = Up(t — s)(x + is0)p(x) + sign(z)Up(t — s)(x + is0)(¢ * o) (|z]). (5.11)

Para p’ = 2, Uy(t) € limitado para todo t € R e a equagao (5.11) vale para todo t,s € R.

Demonstracgao: Se ¢ = 0, [24] mostra que

(x +itd)Up(t — s)(x) = Up(t — s)(x + isd)(x)
(x +itd)Up(t — s)(—x) = —Uy(t — s)(z +is0)Y(—x), (5.12)
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para toda 1 € WLP e para todo t € R, Up(t) : WLP — W,}ﬂ’p/ é um operador limitado, com
1 1
— + — = 1. Desta maneira, de (5.3) e da Observacdo 5.2.2, para toda ¢ € WLp,

p P

1Us®lly 10 < Cllllye

A demonstragao de (5.11) é andloga a feita no Lema 5.2.2. |

Vejamos mais algumas propriedades de Uy(t) no espaco Wll P

Lema 5.2.4. Para qualquer p’ com 2 < p’ < oo e para qualquer t € R\ {0}, Uy(t) : Wll’p — Wll’p,

€ um um operador limitado com

T =

1Ol < 0+ D72 8]0, (5.13)

para toda ¢ € Wll’p e a aplicagdo t — Uy(t) é fortemente continua. Se p’ = 2, as afirmagoes

vale para todo t € R. Mais ainda, para quaisquer p' e r satisfazendo 2 < p' < 00, 2 <r < oo ¢
2 1 1 1 1

I(t,u) = /Ot Uy(t — s)u(s) ds,

obtemos as sequintes desigualdades

17
el i < WDy e, Yo € WiP (5.14)
/ 1,
\|I(.,u)||LTTW1Lp, < (1+7T) ||u||LTT,W11,p, Yu e L™ (0, T; W;'P) (5.15)
1ty < cQ+T) ull e, Yue L7(0,T;WiP), (5.16)

1 1 /

para todo t € [0,T] e — + — = 1. Mais ainda, para cada u € L" (0, T; WEP), temos I(-,u) €
roor

C([0,T; Hy).

Demonstragao: Usando as equagoes (5.21) e (5.7), temos

(x +itd)Uy(t — s)p(z) = Up(t — s)(z +is0)p(x) + sign(x)Up(t — s)(z + is0)(¢ * 04)(|z]),
Iz —itd)gll, < CO+[EDIllyre,

para todo t € R e para toda ¢ € Wll’p. Se t = 0, da primeira equagao acima teremos
2Uq(=5)p(x) = Uo(—s)(z + is0)¢(x) + sign(z)Up(—s)(x + is0)(¢ * 0q)(|),
agora, chamando s = —t na ultima relagao, obtemos

wUq(t)p(x) = Uo(t)(x — itd)¢(x) + sign(z)Uo(t)(z — itd)(d * 0g)(|x]).
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Sejam ¢ € Wll’p, 2<p <ocoeteR. Sep #2, suponhamos que ¢t # 0. Em LP' | de (5.3),

OU,(3(x) = e H095(x)+ e (6 % o) ([a])
— Un(090(a) + sign()Uin(t) (56 0,) (o).

Entao,

1

10,0815 1 = 3 [10°Ta8I + 12°Ta()0 1}

a=0

2|Ug @)l + 10U ()¢l + l2Uq ()l -
Mas,

/ _p/(l1_1 ’ _p/(i_1 /
Vel < el ™ G2l < el ™ G2 ol .

10U, (H)8]I%)

[T (£)06 + sign()Us (t) (96 « o) (| » 1%
¢ (I1U6(1)28]1% + [Isign(z)Us (1) (96 * q) (| » )[1%)

IN

I
o)
—~
S
=
Q
Y
=
+
S
=
8
ASS
*
)
h\Q_/
R
N——

VAN
S
il

o

_p/(1_1 / /
573) (1061 + 196 * 0,17

(
(
et G72) (Jasly + 9s]y )
G20l

IN

_1
2

IN
el
=~
[
o]

lzUy (D) 8II%,

IN

1Us(t) (& — itd)¢ + sign(a)Uo(t)(z — itd) (¢ + 0q)(| o IIY
c|Uo(t)( — itd) |12 + ||Uo(t)(x — itd)(d * 0q)II%

177 G3) ) ( — i)+ elt G2 (@ — it0) (6 % 0 IE

1

roo_p/(L_1 / ;oo (11 /
e A IR R L

IN

IN

IN

fo—p (-1 /
(14 [t)P [t P G Q)H‘b”svl’p’
1
logo,
(11
10yl o < CO+ DG 0l

Das equagoes (5.2), (5.4) e (5.5), obtemos (5.18), (5.19) e (5.20), respectivamente.

Para verificar que ¢t — U,(t) é fortemente continua, basta usar o Lema 3.4.1 e notar que

2Uy(8)p — 2Uy()p = Un(s)(x — 2is0) — Un(t)(x — 2itd)
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+sign(z) (Uo(s)(z — 150)(¢ * 0g)(|z]) — Uo(t)(z — itd)(¢ * oq)(|z]))
= [Uo(s) = Uo(8)] (x = 2is0)p(x) + Uo(t) [(x — 2is0)¢ — (z — 2itD) ()]

+sign(z) [Uo(s) — Un(t)] (x — is9)(¢ * 04)(|2])

—sign(z)Uo(t) [(x — 2is0)(¢ * 0q)(|]) — (z — 2itd)(¢ * og)(|z])]

com t,s € R —{0}( t,s € R, se p' =2).
Sejam u; € Co([0,T]; H{), 5 = 1,2,..., onde Cy é o espago das fungdes continuas de
suporte compacto, tal que

llu; — uHLTT/LS — 0, quando j — oo,

entao, por (5.20),
||I(?u]) - I(au)HL%oHll — 0, quando ] — 0

e, pela propriedade de Cyp-grupo de Up(t) sobre H{, I(-,u;) € C([0,T]; H{). Portanto, I(-,u) €
C([0,T]; Hy). u

Vamos estender também o Lema anterior para o espaco WL (R).

Lema 5.2.5. Para qualquer p' com 2 < p’ < oo e para qualquer t € R\ {0}, Uy(t) : W,LP — W,},L’p/

€ um um operador limitado com

o IH
w|»~

1Ua@) ]l 100 < (1 [EDJE] (-2) [Dllyy1e (5.17)

para toda ¢ € WP e a aplicagio t v Uy(t) € fortemente continua. Se p' = 2, as afirmagoes
vale para todo t € R. Mais ainda, para qualquer p' e r satisfazendo 2 < p' < 00, 2 <r < oo e
2 1 1 1 1
P R
t
I(t,u) E/ Uy(t — s)u(s) ds,
0

obtemos as sequintes desigualdades

10Ol < et DlSllyre, Vo € WP (5.18)
\|I(.,u)||UTW}n,p/ < (1+T)||u||LT Lo, Vu e L (0, T; WLP) (5.19)
It W)y, < e+ T) ull o, Y€ L7015 WiP), (5.20)

1 1 /

para todo t € [0,T] e — + — = 1. Mais ainda, para cada uw € L™ (0,T;W'P), temos I(-,u) €
roor

C([0.7); Hy,).-

Demonstragao: Andloga ao Lema 5.2.4. |

Seguindo as demonstragoes dos Lemas 5.2.3 e 5.2.5, respectivamente, percebemos que

podemos obter propriedades para U, em W2ZP(Q) a seguir.
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Lema 5.2.6. Seja 2 < p’ < 0o. Para todo t € R, Uy(t) : W2P(Q) — W2AP'(Q) ¢ um operador
limitado, com 1 + l/ = 1. Além disso, para qualquer t,s € R com t # s e para toda ¢ € W2P(Q),
temos bop

(x4 itd)*U,(t — s)p(x) = Uyt — 8)(x + is0)*p(x). (5.21)

Para p' =2, Uy(t) € limitado para todo t € R e a equagao (5.21) vale para todo t,s € R.

Lema 5.2.7. Para qualquer p' com 2 < p' < oo e para qualquer t € R\ {0}, U,(t) : WZP(Q) —

W2P(Q) € um wm operador limitado com

_(i_1
100l 2y < U 121G 0]y (5.22)

para toda ¢ € W2ZP(Q) e a aplicagdo t — Uy(t) é fortemente continua. Se p' = 2, as afirmagédes
vale para todo t € R. Mais ainda, para qualquer p' e r satisfazendo 2 < p’ < 00, 2 <r < oo ¢
I(t,u) = /Ot Uy(t — s)u(s) ds,

obtemos as sequintes desigualdades

10Ol oty < L+ TV [0l 20y, Vo € WiP() (5.23)
EWaP(Q) - ($2)
HI("U)HLT 2,0’ () < C(l +T)2 HUHLT’VVZp Q) Vu € LT’(O,T; ngp(Q)) (5'24)
W (@) FWaP ()
It W2 < e+ ull e Yu€ L7 (0,T;WEP(Q)), (5.25)
3 W)

1 1 /

para todo t € [0,T] e =+ — = 1. Mais ainda, para cada v € L™ (0,T; W2ZP()), temos I(-,u) €
roor

C([0,T); Hy, ().

5.3 Propriedades das solugoes no espectro continuo

Consideremos o seguinte problema de Cauchy

Ou
iay = Hogu—ulPu, (z,t) €ER xR, (5.26)
u(0) = up € HL (R).

Para u = u(x, t) solugao de (5.26), usando o Teorema Espectral (veja pagina 26), temos formalmente
a decomposicao u(z,t) = upy(t)ho(x) + uc(z,t). Recordemos que 1)y é a autofungao associada ao

autovalor negativo Ey. Se aplicarmos as projecoes P, e P, em (5.26), podemos reescrevé-lo como o

sistema 9
Ou
52 = Bty — Muptho + el (uptho + ), o),
Ou, '
za—ut = Hyu,. — AP, (!Upl/ﬁo + uc‘p(upwo +ue)) (27

u(0) = up(0)o + uc(0) = uo € Hy,(R),
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onde u, = uy(t) € C, u. = u.(t) € Z(P.). Note que se u é solucio de (5.26) é tal que u € Z(P.),

entao uy(t) = 0, para todo t. Logo podemos escrever (5.26)-(5.27) na forma da equacao integral
t
we(t) = Uy (£)ue(0) + iA / Uyt — 8)Ps (|ue(s)P (uels))) ds, (5.28)
0

. - 2 .
onde U,(t) = e~ Ha — ethqTPp = e M ¢y (0) = ug € Z(P.).

Observagéo 5.3.1. Usando (5.28), obtemos imediatamente que u. € H(P.). De fato, como
f € Z(P.), para f € X(P.), obtemos da continuidade do projetor P. que Pou(t) = U, (t)u(0)+

z)\/ Uqy(t — )P, (Jue(s) P (ue(s))) = ul(t)

Teorema 5.3.1. Para qualquer ug € Hi N Z(P.), eviste T =T (HUOHH%’Z% )\) > 0 e wma dnica
solugdo u. de (5.28) em [0,T] com

u € C ([0, T HY N Z(P,)) .

Além disso, T =00 ouT < oo e lm |Juc(t)| g = 0.
t—T— 1

Demonstracao: Seja T > 0. Denotamos X = C([0,7]; H{) com norma || | oo -
Seja ug € H{ N Z(P.) e defina para u. € X, pela férmula de Duhamel,

Guc(t) = o—z)\/ Uqy(t — 5)P. (Juc(s)[Puc(s)) ds. (5.29)
Primeiramente, note que para toda w € H 11,

[Pe(w)ll g = llw = Po(w)l g1 < llwll gy + [{w, bo) [P0l i < Cllwl g -

Além disso,

IN

T T
| s Puc()lgy ds+ [ uc()Prcls) o) ol ds
0 0

T T
| o) Pucts)lg s+ [ ues)Pucts) s
0 0

< C H|u0|pu0||L1TH11 )

T
| 1P (e Puc()y ds

IN

ou seja, P. (|uc|Puc) € LY(0,T; H). Chame w = P. (Juc|Pu.). Escreveremos
t
w) = / Uy(t — s)w(s) ds.
0
Pelo Lema 5.2.4, obtemos do fato que w € L*(0,T; H{)
G w)lly < e+ T) [wllpy gy < COFT) [ucluell 1y oy - (5.30)

Construiremos uma solugao u.(t) de (5.28) em X utilizando o método de contracao para
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algum T > 0.

Sejam u., v, € X, entao

[Gue—Gurl = | [0t = )P (fue(s)Pucls) = eals)Pes)) |
= AL, (\uc\”uc |ve|? UC)HX
< oL+ T el = ool s o

= (L + DT uelPue = ve["vell oo 1

(1 + )T || lluelue = foclPvell gy |,

Note que
luc®)Puc(t) = loeOPve®lzn = Nuc®)Puc(t) = lve()Pve(t)1F,
+ Z 2% (Juc(t) Puc(t) — ‘UC(t)’pUC(t))”g-
Da desigualdade do valor médio, segue que

[uelPue — [velPve] < C(luel? + vel?)|ue — ve

(]
0 0 0 0 0 0
|uc|p£uc - |Uc|p£vc > |uc|pa_x - |’Uc|pa_xuc + |Uc|p£uc - |Uc|p£vc
_ _ 0 0 0
S Muc’p 1uc - ‘Uc‘p 1Uc %uc + ’Uc’p %uc - %Uc
< C(lueP™ + v Y ue — vl éuc + Clv|? 3(uc —v.)],
ox ox

logo, da primeira parcela, obtemos

e (®)Puc(t) = [oe@Pre®l, < C (lue®)f, + ch(f)lliéh)2 lue(t) = ve() 17,

e da segunda,

O (e (P + leet) ) 12 aelt) — wee))] 3
2
C (e, + o)ty ) M2 (uelt) = velt)) 3,

12 (Jue () Puc(t) — [ve()[Pve(t)) 13

IN

IN

entao

uet) Puc(t) — foe() Pec(®) 31 < € (hue®l, + loe®Il, ) Tuet) — ve@ls
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mas H{ C H!, assim
[fuc()["uc(t) = [ve@®)Pve®)l gy < C (Huc(t)ll’}{; + ch(t)ll’}{}) [ue(t) = ve(®)ll a1 »
logo

|Gue = Guellx < e(1+ DYTIAL| ey + el e = vel

Lo(0,T)

A

c(L+T)T A (luellk + llvelli) lue = vellx »

portanto, obtemos
1Gue — Guell x < (1 4+ T)TIA[(fuell’x + llvell) llue — vellx - (5.31)
Agora estimaremos Gu.. Da equacao (5.21), com p = 2 (p do espago de Sobolev), para algum ¢ > 0
1Uq(#)uoll gz < e(1 +[t]) luoll gy, parat € [0,T],

entao, para T' pequeno,

1Uq(uollx < e(1+T)lluoll a3,

e, da equagio (5.30), [[1(-, Pe (JuclPue)lly < e(1+T) [[JuclPucll s - Veja que [[JucPuclf < oo.
De fato,

2 2 2 2(p+1 2
NuelPuelln < cllluePuclly, + [lelucPucllz) < er(luelF0 Y + e Pue3),

2(p+1)

2 2
ol Puclly < IluellZllzuel3 < llucllf, luelzy < Iluelld ™,

assim |[|uc[Pucl gy < ”uc”z;;l Logo, de (5.30),
1
G, Pe (JuelPue)llx < (U4 DT Juel e g ltell gy < (U +T)T uell [Jucllx -

Entao, para T pequeno,

IGuelly < ex(t+T) (lluoll ey + INT el el ) (5.32)

onde ¢; = max{c,¢}.

Seja K qualquer nimero tal que ||u0HH11 < K. Com b > 0 fixo, consideremos
Bgr = {uc € X;||ucllx < (c1 +b)K +b}.
Veremos que G : Bx,r — Bg 1 ¢ uma contragao para um 7' pequeno. Seja u. € Bx . Entao,

[Guellx < er(1+T) K+ NT((er +0)K +b)” ((cr +0)K + )]
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ClK

< U+D) | o yR T

+ AT ((e1 + b)K +b)?| ((c1 +b)K +b).

Queremos que

ClK 1
_ T bHK +b)P < ——.
@ rpk+p TaPT(@+hE -+ < =7

Seja b > 0 (a ser escolhido) tal que

aKkK <1 1 <:>T<b(K+1)—ClK
G+ DK+b 2147 261 K

1
2e1 M ((c1 + b)K + byP

eTtalque T(14+7T) < . Logo escolhamos b tal que b(K +1) > ¢; K. Assim,

com essa escolha de T'

|Guelx < (1 +b)K + 0,

isto é, G é uma aplicagao de Bg 1 em Bk r; mais ainda, da equacao (5.31),

|Gue = Guellrer < (L +T)TIA([lucll + lvell) llue — vell
< 1+ T)TA[(((er + D) K +0)" + ((cr + D) K +b)?) [Jue — vel g, ,
< 2aT(1+T)[((e1 +D)K +b)"] lue — vell By r
< alluec — vl By o

onde a € (0,1), pela escolha de T. Logo, G é uma contracdo de Brr em Bk r, para T =
Tk (||u0HH11) > 0 suficientemente pequeno. Entao, existe uma tnica u € Bi 7 tal que Gu. = u,.
Logo, u. satisfaz a equagdo de Duhamel (5.29), em [0, Tk]. Como para cada K > 0, Tx pode ser
escolhido uniformemente para 1y na bola em Hi de raio K e centro 0, concluimos que a solucio u,

se estende unicamente para algum intervalo grande [0, Tihax) tal que
te € C([0, Tmax): Hi).

A seguir veremos que Tiax = 00 0U Thax < 00 € lim  ||ue|| 1 = oo.
t—=Thax L

Inicialmente, pelas imersoes de Sobolev temos
e HE c HF C L2
1
° H,’f,LCHkCLOO,parak>§,

1 ~
logo, HffI C L>NL*>, para k > 3 Assim pela desigualdade de Holder generalizada HffI C L?, para
todo 2 < p < co. Em particular, H{ C Lg, para todo 2 < p < oc.

Suponhamos que Tmax < 00, lm [lucl[g1 < oo e [luc(t)]oc < do, para 0 < ¢ < Thax.
— r;ax

Queremos mostrar que [uc(t) 1 < di em [0, Tiax), para alguma constante di, o que contradiz a

defini¢ao de Tiax. Seja 0 < t < Thax. Das equagoes (5.22) e (5.18), temos

luc@llmy < [Ug(®)uollpy + \/\\/OtHUq(t—S)Pc(\uc(é’)!puc(é’))HHl1 ds
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t
< el +1)|luoll gy + ¢[AI(1 +7f)/0 [ue(8)[Puc(s)lmy ds,

mas, sendo ||uc(t)|le < do, da desigualdade de Kato-Ponce, temos

lfue(s)Puc(s)llar + [lzfuc(s)[Puc(s)ll2

11— 92)12 (Juc(s)Puc(s)) 12 + laue(s)Puc(s) 12

[eze () [Puc(s)l| 1z

< 2ljuc($)[[Elluc()l[ 4 [[ue(s)[[E[lzucls)ll2
< cdglluc(s)lm
logo
. t
Juclt)llny < e+ ol + AL+ [ fels)y ds

t
< 1+ T ol gy + e+ To) [ es) 1y .

pela desigualdade de Gronwall

t
ey < 1+ Towe)olig xp ([ cdbIAIL+ Towe) )
< Ke(1 4 Tiax) exp (cd5|A|(1 4 Tmax) Tmax) »

assim basta considerar di = Kc¢(1+ Thax) exp (cdP|\|[(1 + Tinax ) Tmax)- Isto finaliza a demonstracao

do teorema. ]

Observagao 5.3.2. Pela demonstragdo acima, concluimos: se |luo| 1 < €, entdo [uc|y < Ce,
C > 0, para todo t € [0,T].

Corolério 5.3.1.1. Sejam > 1. Entdo, para qualquer ug € HLNZ(P.), eviste T = T(|luollgz,) >0

e uma unica solugao u de (5.28) em [0,T] com
we C([0,7); Hy, N A(P.)) .

Além disso, T =00 ouT < o0 e lim |Ju(t)||z = oo.
t—T— m

Demonstragao: Seja ug € H}, N Z(P.). Entao dos Lemas 5.2.3 ¢ 5.2.5 e da demonstracio do
Teorema 5.3.1, vemos que 1" pode ser escolhido como no caso de m = 1 e assim o teorema do ponto

fixo implica o desejado. |

De maneira similar podemos mostrar:

Teorema 5.3.2. Seja m < 2. Entdo, para qualquer ug € H{(R) N H2,(Q) N Z(P.), existe T =
T (HUOHH{(R)OH%(Q)) > 0 e uma tnica solugao u. de (5.28) em [0,T) com

ue € C ([0, T); HE (R) N HZ(Q) N Z(P))
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Além disso, T =00 ouT < 0o e lim Huc(t)HHl(R)mH? (@) = 0.
t—T- 1 m

Observagao 5.3.3. Novamente, se ||uo| g1 mynmz, ) < € entdo [[ucll g1 m)nm2 @) < Ce, € >0,
para todo t € [0,T].



CAPITULO 6

Aproximacao a Variedade Centro e

convergéncia para uma orbita

Nesse capitulo, iniciamos na Secao 6.1 mostrando uma estimativa dispersiva para e~ *Ha P, f
em L%Sdﬁ, com s >1e0 < p < 1. Tal resultado sera aplicado tanto no Teorema 6.2.1 como
também no principal resultado do Capitulo 7 onde mudaremos nossa nao linearidade para ser nao
polinomial como forma de obtermos uma aplicagao.

FEm seguida, usando o que apresentamos no Capitulo 5, demonstraremos que solugoes
comegando préximas da variedade centro WY véo se aproximar de W ( veja Figura 6.2). A partir
disso, finalizamos com a Secao 6.3 mostrando que toda solucao de (3.1) se aproxima de uma 6rbita

particular na variedade centro local WE.

6.1 A Estimativa L§+25 - LQ_S_QB

Antes de mostrarmos o principal resultado desse capitulo, vamos obter uma estimativa

para o grupo e~ ®Ha entre os espagos L§+25 e LQ_S_QB. De fato, na Segao 3.2 vimos que para ¢ < 0

4 1 [0 .2 - - g2
e ttHs — 2—/ e*”%(ejL(m, ANeir(y, ) +e_(xz,Ne_(y,A)) d\+ e%”q?Pp, (6.1)
™Jo

a2
com P,f = (f,v0)f. No caso ¢ > 0, o termo e%Zt%Pp na férmula (6.1) nao aparece. Além disso, a

projecao espectral continua, P, é dada entao como
1 00 R —
Paf@) = 5= [ [ (e N + e (Ve 0) £(y) dA dy. (6.2)
™ Jr Jo
Podemos representar a expressao e 4 P, como

A2

@) = o [ [T E el NN + e e NG 0) dhdy. (63)

65
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, obtemos

A A>0

o0 R 0
%/R/O e—(z, Ne—(y, A) fy) dr dy = %/R/_we(x,—A)e(y,—A)f(y) X dy
= [ @ TGN ) aray,
R J—oc0

entao

Pf@) = [ [ 0@ NN ) i) dy, (6.4)

portanto,
A 22 -
P f@) = [ [ U @ N f) dA dy. (6.5)

Definimos ¥ _(y, —k) = ¥, (y, —k).

Teorema 6.1.1. Para todo s > 1 ¢ 0 < 8 < 1, existe uma constante C independente de f et tal
que
Hefith Pcf

1
< ~1-8
o SOOIz, wieR

para toda f € L§+25.

Demonstracao: Para qualquer ¢ € L'(R) N L%(R),

e HP (@) = [ Bula,y)oly)dy. (6.6
onde
32 -
Ou(ay) = [ (o, )T () d (6.7)
R
Sabemos do Lema 3.4.1 que
1
|(I)t(x>y)| < C—a paraqSGLl,Vt;éO, :UayER (68)
vl
[@e(z,y)| < C, para ¢ € L, Vt, z,y € R (6.9)
entao
1 1
(L4 12D 2 ez, y)| < (1 +[E]2) [u(z,y)| < C,
ou seja,
C
|®y(z,y)| < ——. (6.10)
(L+[t])=
Mostraremos a seguir que
(14 |2) 72 [@e(2,p)|(1+ ) <C vt #0. (6.11)
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Seja x1 € C§°(R) tal que, x1 (’“2—2) = 1 para |k| < V2e x1 (’“2—2) = 0 para |k| > 2 e denotamos
2
X2 := 1 — x1. Fazendo uma mudanca de varidvel na integral (6.7) para A = 5 obtemos

Qp = D1t + Doy, (6.12)
onde
© 1 ) E—
Diel,y) = | =N e N Re (Ui (2, V2T (y,V2N)) X, j = 1,2, (6.13)
e ¥, (z,—k) =V, (x, k). Denotemos,
1 e .
Das relagoes
2)\24)_\ 26i\/ﬁ(x—y), z>0ey>0;
q
2\ — q\/ﬁi)eim(m*y) + 2V 2A(@+y)
At , r>0ey <0
1 N V2N (@ — iV2A(—z—
U, (2, V2N T4 (3, V2)) = e (2X\ + qV/2Xi)etV2AE—Y) 4 9\ VA —Y) r<0oy>0:
2\ + ¢2 ’ - -
VI (z—y) | a(v2Xi —2‘1) V2N (a+y)
. 9 , t<0ey<0.
q(=V2Xi — q) VEA—(@+y) 4 T iVER(—a+y)
2\ + g2 2)\ + ¢?
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temos, para j = 1,2,

2;/42__);72(308(\/5(x—y)), £C>Oey>0’
V2X
g (VoA —v))
+2)\q 2sen(\/ﬁ(x—y))’ 2>0cy<0:
+% cos (\/ﬁ(x+y))
V2\
By g (VPE-)
hj(A,m’y):%Xj()\) _2>\:]-q2 sen (\/ﬁ(m—y)) ; r<0ey>0;
+% cos (\/ﬁ(x+y))
\/12—)\cos(\/ﬁ(x —y))
_2)\2f q25en (\/ﬁ(gH_y))
2¢° , <0ey<0.
_mcos (\/ﬁ(m‘+y))
¢
+m COS (\/ﬁ (1- — y))

Como nossa h; esta definida por partes, dividiremos nosso estudo em quatro casos. Ao
2

longo dessa demonstracao sera necessario obter —()\ x,y) e ()\ x,y), sendo assim tais deri-

dA
vadas poderao ser consultadas no Apéndice B.1.

dX?

1° Caso : >0 e y > 0: Inicialmente estimamos ®;;(x,y). Note que

VA dhy

hil\,z,y)| <C e

YO >] <O (14 [2)(1 + [y).

ﬁ

Agora estendemos h; para uma funcao definida para A € R definindo h; (A, z,y) = 0 para

A < 0. Consideramos ¢t > 0. Como e'™ = —1, teremos imediatamente
1 [ [ —itA —zt
Pi(z,y) = 5 /0 hi(\ z,y)d / hl()\ x,y)dA

1 W —itA —itA

= 5 / hi(\,z,y)d / hy ,m,y d\
2 L 0 1
LT[ —it\ 7T

= = / e hi(\,z,y) — hy —,z,y | ) dX
2 |Jo t

Ao
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Logo,
¢ [ Oy~ (A+§,x,y)\cu+0/7 (hy (A, 2] dA
0 0

2m o) 00
2C/t |h1()\,x,y)|d)\+C/ /
0 : Uz

Se t < 0, a mudanga de varidvel que faremos é X' = A 4- ¥. Inicialmente temos que

¥ 2 27 o
/Zt |h1()\,a:,y)|d)\ = C(T—Q T—|—21n<1_|_ T))
0

C
o

‘q)l,t(way)’

IN

IN

hl()"x,y) - hl ()‘+ %axay)‘ dA.

A

2
<2m/i— W21t + 2132 1n <1 + %)) < tg—/gu + [2)(1 + [y]),

onde Cy = 4\/35077% (veja Apéndice B.2). Agora estimaremos a segunda parcela da desigual-

dade acima. Para isso, dividiremos em dois casos:
m
I) n > 1: Entdo 2° > 2 e assim x1(\) = 0 para A > 2% > 2. Entao,

r

t

2m jus
T A

27
T [T 1
c?/% o5 AL (1 )

27

t

t

hl()"x,y)_hl <)\—|—§,$,y)‘ d)‘:/

hl()"x,y) - hl <)‘+ g’xay)‘ d\

dhy ’ FoME o
—(p,x,y dpd)\SC/ / —dpd (1 +|z|)(1 + |y
dp( ) NN (I + =D +[y))

IN

Observe que 7 < A, entao % < %, logo

r

t

Cfﬁ *
tﬁ%

(T + |2[)(1 + ly]).

IN

dA (1 + |2[)(1 +[yl)

hl()‘vxay) - hl <)‘+ %7x7y)‘ dA

< C

~~
wlw| e

<

~13

>

~13

DN | =

(§]

DN |

IT) % < 1: Aqui precisamos analisar dois sub-casos:

i) = < —: Nesse caso 1 —

~13

™
< =
-t

T us .
€ como 7 < 1, teremos 2 — 7 > 1. Vejamos uma

DN | —

7T
t
ilustracao na Figura 6.1.

Entao temos

r

t

:/:

t

2

hl(A,CE,y) _hl <)\—|—%,$,y)} d)‘:/

jus

t

T 2-%
M) = b (A+ ooy dvs [
1

2

hl()"x,y) - hl <)\ + %axay>‘ d)‘

hl()"x,y) - hl <)‘+ %axay>‘ d\

_l’_

>3

hl()‘7x7y) - hl ()‘+ gaxay)‘ dA.
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Figura 6.1: x1(A\) e x1 ()\Jr %)

™ ™
Como 1 -5 <7,

1 T 1 A5
T JA
t
t

< C{/‘L/A+_ ———dpdA( + [2[) (1 + Jyl) % (1+_%)

IN

dhy
e dp d\
i (pmy)’ 1%

IN

N

C

wlw

<O 3 5 (14 21+ [y,

t dhl
— P dp d\
l ( Y x? y)‘

e

- 2-T  ApI
mOvey) ~n (A Foy)| avs [T
1 A

% dpdA (1 + |a])(1 + |y)

IN
Q
\
v
=13
>
+
=13

1<A<p 2-5 A%
2 c/ LdpdA (1 + |2)(1 + |y|)

—
>

=% ™ T

< of ")l (1-7) @l )
72 n<t g5

< Ct L+ ]2+ Jy) < t—%(1+|w|)(1+lyl)

e como 2 — % >1,
2 AT 1 dh
hi(A, z,y) — <A+:,x,y>‘cﬂ§/ / t d—pl(p,ﬂc,y)‘dpdA

2T —z

IA
Q
o

[\e}
=13
S—
>
+
&
A
U
>
_
+
El
_
+
=
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2-F<A<p o or2-7% 1 2 1
<ot =\ ()0 + ) < O (L (1 +[y)
2

< DO+ E O ) + ).

+~
WI0| pojw

Assim, nesse caso onde 7 < t < 27, temos

r

t

mOve.p) — b (A+ Fag) [ d < @ lal) 0+ o)

S| Q

ii) : Iniciamos considerando 27w <t < 37, dessa forma, t = 27 + 7, onde 0 < 7 <

<

=13
DN | =

7. Entao 1 < Z. Logo,

D1 4(z,y) :/0 e*w‘hl()\,x,y)d)\:/o e AT eI (N, y)d.

Chamando f(\,z,y) = e 2™ hy (X, 2,7), temos

el < € [ | s (v L) [Tiroveia

0 s
27 7—oo T
_ 20/7 ’hl()\,-%'7y)’d)‘+c/ ‘f()\,m,y)—f()\—l——,x,y)’d)\.
0 £ T
Agora

f()\,x,y)—f()\—i—g,x,y)‘d)\

S0

) ) o2
6727”)\h1()\, x,y) — efQﬂAeﬂQThl ()\ + g, x, y> ‘ dA

I
—
8

3

9n2
h\a,y) — e hy ()\ + f,x,y) ’ A
T

0o T 0o oa2 T
/ hl()"xay)_hl <>\+_axay>‘d)‘+/ ‘(1_6 YT >h1 <)\+_,x>y)‘d>\a
T i T

mas, como 27” > 2,

00 o2 ()
/ ’(1—6_’27>h1<)\—|—z,x,y)‘d)\ < 2/
fud T s

_ 2/21 Bt (A, 2, )] d = 0.

Il
—
8

3

IN

B}

3

N

hy <A+f,x,y>’dA
T

Logo,

27

@1 ()] SQC/OT |h1 (A,m,y)\dAJrc/T hi(\ z,y) — hy (A+§,m,y)’dA,
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e como 1 < %, obtemos imediatamente da anélise acima que

C
|[@1¢(z,y)| < 3 (L+[z))(1+ [y) (6.15)

2

De maneira similar mostramos uma desigualdade como essa de (6.15) para ®1 4, para

nm <t < (n+ 1)r, com n > 3 natural

Agora estimaremos ®3;(z,y). Temos
"M ho(N, 2, y) dA.

Do 4(7,y) :/0

Integrando por partes (chamando u = ho(\, z,y) e dv = e~ d)\), temos
- — dA.
o A y)d
dh 4
2(\,z,y) e dv = Ze*”‘t d\),

[ M mr)ar = e M haay) - [
=D

Integrando mais uma vez por partes (chamando u =
1 _ )\t dh2 _ )\td h2

()\:Uy)d)\——t—Qe ‘ ’ z,y +/ ‘ d)\2 ’ ?y)d)"

o

d
—iAt
/ ¢ e

L2y )
0

ou seja,
0 ixt _ —ixt .1
/0 € hQ()\vxay)d)‘ € hQ()\,.%',y)’() + th d\
1 o0 —’i>\td2h2
7 ), N TT (A, z,y) dA.
dho
Todavia, hm ha(A, x,y) = hm N ()\ x,y) = hm lha( A, z,y)| = hm ‘ Az y)‘ 0,
entao
/oo _z‘)\th ()\w )d)\’ < / d2h2()\x ) d\. (616)
; 2(A, T, Y = R A2 Yy ’
Agora
d h2 " VQ)‘ / 1
2m Ax,y)| < +2 ANl—7—=———
V2 1 1
+4x5 (A +2lxa N | o3 lz =yl + [xa (A
1 V2
x2 (A | =——=——5< |z — y| + 8]x2 (A
e ( )|2)\(2)\+ )| |+ 8l ( )|(2)\+q2)3
1 ‘2.

+4|X2()\)|\/ﬁ(2)\+q)
. - \+’X2(A)\m\ -y

+xa (\) | —————
e Gy
Lembramos que x1(A) = 1, se A < 1e x1(A\) =0, se A > 2. Logo x2(A\) =0,se A <1, ¢
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Xx2(A) =1, se A > 2. Entao, olhando para a integral do lado direito de (6.16) vemos que todas

sao finitas (veja Secao B.3), entao

d*h

[T IS0y ax < C+ a0+ 1)

o | dA
Entao, de (6.16),

C
ol )] < G+ 7)1+ [y)?,
1 > 1 < 1 j >

Claramente que para t > 1, temos PIINEYCR ou seja, parat > 1,

@200 9)] < 5 (1+ 1)1+ Iyl
consequentemente, para t > 1,

[04(z,y)| < 575
mas, de (6.9), |®(z,y)| < C, para todo ¢t € R. Assim, para todo t,

@42, y)| < (1+|z)*(1 +Jy])*. (6.17)

_<¢
(1+[t)2
Portanto, de (6.15) e (6.17), para qualquer s >1e0< <1,

—s—2 —s—28 ¢
(1+ |z[) @ (2, )| (1 +[yl) < AT (6.18)
Para obtermos (6.18), basta ver o seguinte: Para s > 1, fs(5) = a—s"2873+8 |Dy(x,y)| é
convexa (o > 1, 7 > 1), pois f/(8) > 0, logo, para 8 € [0,1], fs(B8) < (1 — B8)fs(0) + Bfs(1).
Escolha, o = (1 + |z])(1 + |y|) e 7 = (1 + |t]). Assim, f5(0) = [(1 + |=z[)(1 + |y|)] (1 +
62 [Pl y)] e £o(1) = [(1+ |2[)(1 + [y)]~>~2(1 + [t |®s(, y)|, entdio, por (6.10) e (6.17),
respectivamente, fs(0) < C e fs(1) < C. Portanto, fs(5) < C.

Finalmente, com as estimativas acima temos:

|

2
L—s—25

2
(1 +la)) T2 By, ) f(y) dy| o

- /‘/ (L4 [2) =7 @il ?J)(1+|y|)S2Bf(y)(1+|y|)s+25dy‘2 dx

2
= [ e / <1+\xo—s—?%t(x,y)(Hry\>—5-2ﬁf<y><1+\yrf“ﬁdy] .
R R

Definindo K (z,y) = (1 + |z[) 772 ®4(z,y)(1 + [y) 7, dp(x) = (1 + [2])*T dz e dv(y) =
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(1+[y[)***" dy, temos

e Yauy)| duz).
Logo, pelo Lema de Schur (Lema B.4.1),
2
< 6.19
e ., S ez, (6.19)
De fato, por (6.18), temos para todo = € R
L2 @) 0+ )P dat) = [ 1+ 1) e, dy

/ 1 1 ;
y
R (14 |¢))2+8 (1+ [y)s+2°

C
S 0=
(1+]th=+?
e para todo y € R
L bl 2 @) (0 ) P dpta) = [+ ) o) do
1 1
< dx
- /R (14 [¢))2+8 (L +[z[)=+20
< Ll =B
(1+th=+?
entao, pelo Lema de Schur, ¢ = Al=ips = ——— e obtemos (6.19). Isto finaliza o caso
(1+]th=+”
z>0ey >0, com
C

|

< = 2
P S @i B

para todo t € R.

2° Caso : > 0 e y < 0: Note que sen (\/2)\(3: - y)) < CV2A(1 + |z|)(1 + |y]), entd@o

VA

h1 1
hil\ z,y)| <C 1+ |z))(1 4+ e ’—)\,x, ’SC—l—i—le—i— 2,
[h (A2, y)] 1+\/X( |z[)(1 + ly]) o (A2 y) \/X( |=[)"(1 + [y])
ho
Também temos 111101 ho(A, z,y) = hm ™ ()\ x,y) = hm lho( N, z,y)| = hm ‘ Az y)‘
2
h
0 e as parcelas da integral / d)\22 (A, z,y)| dX sdo todas finitas. Portanto, segue como o

1° Caso.

3° Caso: <0 ey >0: A menos de um sinal, segue como o 2° Caso.
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4° Caso : £ <0 e y < 0: Podemos escrever h; da seguinte forma:

2 cos (\/ﬁ(az - )) — 2¢V2Xsen (\/_(5'3 + y))

27Thl ()‘,x>y) = X1 ()‘)

V2A(2X + ¢2)
2¢° (cos (\/ﬁ(ﬂ& — y)) — cos (\/ﬁ(ﬂﬁ + y)))
+X1()‘) \/_)\(2)\ + q2)
B \ 2\ cos (\/ﬁ(:ﬂ - )) — 2¢v/2)sen (\/_(CU + y))
= xa(\) V22 + ¢2)
4¢’sen (\/ﬁm) sen (\/ﬁy)
+x1(A) \/ﬁ(Q)\ +q2)

Quando A = 0, teremos em h; uma indeterminagao do tipo zero sobre zero. Usando L’Hopital

teremos ,\hrng hi(A,z,y) = 0. Como sen (\/ 2)\2) < CV2A(1 + |z|), obtemos
_>

VA
hilh,z,y) <C———=(1+ |z])(1 + .
[hi(A @, y)| - ﬁ( |[)(1 + [y])
. hi dhy
Agora vamos obter uma limitacao para N ()\ x,y)|. Olhando para —— N ()\ x,y) no Apéndice

B.1, exceto para os termos Ji, Js e J3 nesse caso, podemos perceber que o restante pode ser

1
limitado por —= (1 + |x])?(1 + |y|)2. Por outro lado, chamando J = J; + J2 + J3, temos

VA
cos (\/ﬁ (x — y)) 2¢* cos (\/ﬁ (x+ y)) q? cos (\/ﬁ (x — y))
J = —XZ'(A) (2>\)3/2 =+ Xz()\) (2)\)3/2 (2)\ n q2) - XZ()\) (2>\)3/2 (2)\ + q2)
o[ (VEX (@~ ) + 26 (cos (VEX (2 +9)) — cos (VIR (& — 1))
= X _ (2)\)3/2 (2)\+q2)
B “ [ 2)cos (\/ﬁ (x — y)) 4¢%sen (\/ﬁx) sen (\/ﬁy)
= X @Vt i (202 (2X + ¢2)
[ 1 cos (\/ﬁ(x—y)) 221+ |z))(1 + |y])
< xi() _—\/ﬁ 27+ 2 1Cq 2N 21 + ¢2)
entao
I < O+l + ).
Logo, dh 1
TR )| < O+ )1+ o))
Também temos 111101 hao(N, z,y) = hm %(A x,y) = hm lho( N, z,y)| = hm ‘ Az y)‘
0 e as parcelas da integral /0 622;22 (A, z,y)| dX s@o todas finitas.
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Desta forma, vemos que tal caso segue do 1° Caso. Isto finaliza a demonstracdo do Teorema.

6.2 Aproximacgao a Variedade Centro

Nessa secao demonstraremos que solugoes comecando préximas da variedade centro apro-
ximarao dessa variedade. Recordemos que escrevemos a solucao u(t) da equacao de Schrodinger
(3.1) como u(t) = up(t)iho + uc(t), onde uc(t) € Z(P.), enquanto que a variedade centro pode ser
escrita como 1(t) = up(t)1o + h(upy(t)) em uma vizinhanga da origem de L2 N H'.

Defina

e = Ju)lzznm

6.20
2t) = u(t) = 0(t) = uelt) — hlup(t)) € B(P,). (6:20)

Figura 6.2: Aproximagao a variedade centro

Provaremos que para qualquer solucao de (3.1) para os quais ¢ é suficientemente pequeno
e também u(0) € H3()), entao

z(t) — 0, quando t — oo,

em L? _(R), e portanto a solucio aproxima-se da variedade invariante nessa norma. (Figura 6.2)

Iniciamos com os seguintes lemas:

Lema 6.2.1. Sejam G(z) = |z2|Pz, 2 € C, a,b € C ep > 1, entao
|G(a +b) — G(a)| < C(|b]” + [al”)[0],

onde C' é uma constante real.
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Lema 6.2.2. Seu.(0) = u(0) € H}(R)NH3(Q)NZ(P.), entdo existe T =T <||u(0)||H11(R)mH22(Q)) >

0 e uma unica solugdo u. em [0,T] do problema (3.1), tal que
(@) 7 e € C([0.7): H' (R)),

desde que 20 < p.

Demonstragao: Se u.(0) € H{(R) N H2(Q) N Z(P.), entdo pelo Teorema 5.3.2, existe T > 0 e
uma tnica solucio u. de (3.1) com u, € C([0, T]; Hi (R) N H3(Q) N Z(P.)).
Para ¢ € H'(R) " (), temos 6] ey = [ 0 ot [ |6 du [ |6 do <
Q Q Q

2
oo; consequentemente, ||¢[| 51wy < (9]l g2(q). Entao, para t € (0,77, como “ <1,
p

% wol, = P+ | g (% veo)],

2
2e 2 |20 =z 20 dug(t) ||*
= H<x>pu0(t)H2 ?(@27_270%@) 2+ o dz 2

2

< el + @) + o) et

< 0 (bt + et + |22 o o250 )
duc(t)

IN

)

Como u. € H{(R) N H3(R), pela equacdo (5.6), (a qual também ¢é certa para WP(2)),

c (nuc(t)nHll(R) + =22

2

du.(t
O < el

dzx

portanto, para t € [0, 7],

20
sup ||(z) P uc(t < C sup |lue(t < o,
tE[O,T] H< > ( )HHI te[O,T} ” ( )HHll (]R)QHQQ(Q)

1
Teorema 6.2.1. Considere o problema (3.1). Seja s> 1 e 3 < B < 1. Suponhamos que ||zu(t)|
€ suficientemente pequena para todo t € R. Suponha u(0) € L§+25 NHIR)NH3(Q), 2(s+28) <p

such that Hu(O)HL2+2 At € suficientemente pequena. Entao z(t) definido em (6.20) satisfaz a

]
sequinte desigualdade

QIS < Coyap(t) 22| Peu(0) = h((u(0), %0)) | 2pr,  para |t] < T.

—28

Mais ainda, como ||u(0)|| g1 < €, entdo z(t) estd definida para todo t (Teorema 3.1.2 e e Teorema
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3.1.4).

Observagao 6.2.1. 1) Notamos que do Theorem 6.2.1, p em (5.1), satisfaz p > 4. De fato,
1
sempre existem s > 1 e 3 < B <1 tais que p > 2(s + 203).

2) A condigao HU(O)HL2+2/30H1 < € implica imediatamente que Hz(O)HL2+2BmH1 < € pela conser-

vagdo da L?-norma (ver (6.32) abaizo).

3) A hipdtese ||zu(t)||n < e, para todo t, é localmente certa pelos resultados no Capitulo 5.

(Ver Coroldrio 5.3.1.1). Acreditamos que esta € vdlida para todo t.

Demonstragao: Chame o = s + 23. Pelo sistema (3.39), observe que z(t) € Z(P.) satisfaz
i2(t) = Hyz(t) + AN (up(t), 2(1)), (6.21)

onde
N(up, 2) = (felup, h(up)) — fe(up, h(up) — 2))
—Dh(up) [fp(up, h(up)) — fo(up, h(up) — 2)].

Do Teorema 4.2.1 temos que a derivada Dh(u,),

(6.22)

Dh(u,) : C — L2 N H
¢ limitada desde que |u,| < J; isto é,

IDACup)ll e pznmny = 390 IPA(up )Vl < M,
llvll=1
desde que |u,| < 4.

Agora, queremos limitar a solucio de (6.21) em L2 . Lembramos inicialmente que,

fp(upa uc) = <G(upw0 + uc)’ TIZ)0>,

(6.23)
fC(uzn uc) = PeG(uptho + Ue),

onde G(z) = |z|Pz. Mais ainda, para 19 € L' N L*, as projegdes P, : LP0 — LP° e P. =1 — P, :
LPo — LP0 pg > 1, sao operadores limitados; além disso, P, : L2 512eP.=1- P, : L2 — L2,
o € R, sao também operadores limitados. Logo, do Lema 6.2.1, temos que a primeira parcela da

equagao (6.22) pode ser estimada como

[fe(up, hup)) = fe(up, h(up) = 2)l2 < C (@)% (Glupto + h(up)) = Gluptho + h(up) = 2)) |l
Cll(x)? (luptho + hup)[” + [2[)[2] 2
Ol ()7 luptbo + hlup)[P]z] + (2)7 [P |2, (6.24)

IN

para alguma constante C'; da mesma forma, olhando para uma parte da segunda parcela da equagao
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(6.22) temos da desigualdade de Cauchy-Schwarz e da estimativa ||(x) g2 < C

| fp(up, h(up)) = fp(up, h(up) — 2)|

|{(2)7 (G (uptho + h(up)) — Guptho + h(up) = 2)) , (@)~ 4bo)]

C [{x)? (G(uppo + h(up)) = G(uptpo + h(up) = 2))ll,

< Ollx)Juptbo + hlup)P|2] + ()7 |27 2. (6.25)

IN

Notemos ainda que

[ DA(up) (fp(up, M(up)) = fp(up, h(up) — Z))HL%

< |IDh(up)(fp(up, h(up)) — fo(up, h(up) — Z))HLgmHl
< M |[fp(up, h(up)) — fo(up, h(up) — 2)]
< MO|{x)? [upho + h(up)[P|z] + ()7 |27+ o (6.26)

Substituindo (6.24) e (6.26) na equagao (6.22), obtemos
IN (up, 2)ll12z < Cll{@)7fuptbo + hlup)[Pl2] + ()7 |2+ 2. (6.27)

Agora, usando a equagao de Duhamel associada a (6.21) temos que z(t) pode ser escrita

para 0 <t < T como:
, t
2(t) = e Hal z(0) — i) / e Hat=) N (u,(s), 2(s)) ds. (6.28)
0

Comecemos estimando a primeira parcela da equagio (6.28). Como z(0) € Z(P.), temos

que U, (t)z(0) = e~ Ha2(0), logo pelo Lema 3.4.1 (p = 2), temos para todo ¢ # 0,

le™ ' 2(0)]l 2, < Cll2(0)l2, (6.29)

e pelo Teorema 6.1.1
et 2(0) 2 < CPIT272(0)l e (6.30)

Como
o [2 C L'NL? desde que a > 1/2;
o H' C L?>N L*>;

temos, L2 N H' C L' NL*>® C LP, py > 1, assim como (1 + |t|)%+5 <c(l+ |t|%+5) temos de (6.30)
e (6.29)

—i J
le= it (0) 2 < OO0 parm (6.31)
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Agora estimaremos a integral da equagao (6.28), e por isto chamaremos

J(t) = /Ot e Hal=) N (u(s), 2(s)) ds.

Note que de (6.21), N(up(s),2(s)) € Z(P.). Entao, do Teorema 6.1.1 e da equacio (6.27), temos
da desigualdade de Minkowski que

IOl < /tHe_in(t—S)N(up(s),z(s))‘LEU ds
< € [t =9I NGy () 2 ds
< O [le= o5 @) luplso + ()P 12()] + =) s
< C/@—@T”W@%M®%+M%@M%@w2@

+C'/ (t—s)~ BH )|p+1H ds,
porém,

1) [uptpo + hlup)[P|2][l,

IN

(@) Tuptro + ()P _[[6@) =721l

= @7 tupo + hw)| el

Agora, se recordarmos que 9(t) = u,(t)to + h(up(t)) pertence a WE, entdo vemos da equagio (4.3)
que

up(t)o + h(up(t) = €Oy,

onde 6(t) = Arg(u,(t)) e e(t) = E(|upy(t)]), com E(r) dada pela equagao (4.16). Desde que [[u(t)||2 =

|
|lu(0)|l2 < e, vemos que como 1y L uc(t) e ||ihgll2 = 1,

(b0, w(t))] = [(tho, up(t)tho + uc())] = [P0, up(t)tbo) + (Yo, uc(t))] = [up(t)];

logo
lup(®)] < [[Yoll2llu@)]l2 = [[u(®)ll2 = [u(0)]2 <,

para todo ¢ onde exista a solu¢ao u(t). Pelos Teorema 3.1.2 e Teorema 3.1.4, temos que se |Jug|| g1 <
g, entdo |lu(t)||g1 < ce, para todo ¢t € R. Mais ainda, como h é de classe C! e h(0) = 0,
[A(up(@®) |1 < Clup(t)] < Ce, logo

12O = [1A(up(t)) + up(t)0 — u(@)| g < cre. (6.32)

Entao, se € < 4, pelo Teorema 4.1.1, com e(s) = E(|up(s)]) = e(Jup(s)]), |up(s)| < e,

[ @)% fup(sio + han (DI < €l Fo |

)
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P
< Co we(s) H2(Q)
< Cvr(e)?, (6.33)
onde
= e(r . 6.34
1(&) = U [ o (6.34)

Note o sentido de |r| < e: e(r) = E(r), por abuso de notacao, e(t) = e(Jupy(t)|), sendo r = |u,(t)],

entao |r| < e. Sendo assim,
t 15 P o p+1
1@l < C /0 (t—5)73 77 (vl 232, + @7 I=(s)P ) ds.
Agora,
@) 1271 < [[@2 12| 1) 12ll, < I6l=lE, 2l e -

Ainda mais, da definicao de z(t), das hipotéses no enunciado do Teorema, de |[u(t)||g1 < Ce, e de

(6.34) obtemos

Il < Cllu® s + lleu®ly) +C @ ]|
< Ce+Cu(e)P.
Entao
@) 121741, < Cle + v Izl e, - (6.35)
Logo,
1I®l, < ¢ /Ot<t—s>—%—ﬂ<u<a>p+e> l2(5)ll 2 ds. (6.36)

Entao, das equagoes (6.31) e (6.36),
1 t 1
[zl < CB)7> BHZ(O)HL?,ﬁHl+C(V(5)p+5)|)‘|/0(t_5> 277 2(s)) 2 ds.

Definimos para T' > 0,

o = sup (0702
[t|<T -
logo,
t
@z, < CO 1O lgam + C@E +)N [ (¢ - 574 s) P r ds

< O POz +C WEP +€) M) o,
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assim teremos
O NzOll2, < C(120)lznm + (P +) Ner ),
entao
ar(1=C (e +e)[A) < Cllz(0)llznm-

Como para € pequeno v(e) — 0 (ver Teorema 4.1), temos

C
1—(v(e)P+e

< 0
T > )’)\’HZ( )HL%HH%

portanto, para t € [0, 7],
1
&2 2Ol 2 < 21 < Cll2(0)| 20

e finalmente como T foi arbitdrio, temos para t > 0,

_1_
1)l < C)72PI|2(0)ll 2 -

Uma estimativa similar é obtida para 0 > ¢ > —T'. Isto finaliza a prova do teorema. |

6.3 Convergéncia para uma orbita periddica

Nessa segao, estabeleceremos que nao somente toda solucao de (3.1) se aproxima da varie-
dade centro WY, como demonstrado no Teorema 6.2.1, mas também que toda solugao se aproxima
de uma 6rbita particular em WE.

Dessa maneira, provaremos nosso principal teorema:

Teorema 6.3.1. Considere o problema (3.1). Suponhamos que ||zu(t)||g1 € suficientemente pe-
1
quena para todo t € R. Seja s >1 e 5 < B <1. Seu(0) € L§+260H11(R) NH3(Q),2(s+28)<pe
HU(O)HL2+2/30H1 ¢ suficientemente pequena, existem funcoes diferencidveis E(t) = E(r(t)), 0(t) tal
que o0s limites
Ei = lim E(t),

fratoo (6.37)
ai - tilgcnoo 6<t)7
existem e
. t
tligloo ult) — efz(fo E(S)dLs’fG(t))wE(t) 2 =0, (6.38)

—s—20

onde u(t) é a solugdo de (3.1) com condigao inicial u(0).

Demonstracao: Chame ¢ = s + 25. Da secao anterior sabemos que se escrevemos a solucao da
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equagao (3.1) como u(t) = uy(t)tho + ue(t), com u,(t) € C e u.(t) € Z(P.), entio
u(t) = up(t)wo + h(up(t)) — z(t),

com z(t) = h(u,(t)) — uc(t) — 0 em uma taxa na norma L? ; dada pelo Teorema 6.2.1. Por outro

lado, pela equacao (3.39) a parte “centro” da solugao satisfaz a equagao
ity = Eoup — AMfp(up, h(up)) — AQ(up, 2), (6.39)

onde Q(up, z) = fp(up, h(up) — 2) — fp(up, h(up)). Consideremos as coordenadas polares u,(t) =
r(t)e#®) | logo
iy (t) = ()Y + ir(t)e M (t). (6.40)

Usando as equagoes (4.3) e (4.5), obtemos, respectivamente,

u(t) = (up(t)vo + h(up(1)) = 2(t) = € Dpga) — 2(1), (6.41)
(Bo = E(r(@))r(t) = e O, (r()e® h(r(t)e’?)). (6.42)

Multiplicando (6.40) por 4 e usando (6.39), temos
Eor(1)e'?® = 2 f, (r(H)e® D, h(r(t)e®)) = AQ (r(1)e'#®, 2(t)) = ie?Wi(t) — e Or(t)p(t),
ou melhor,
Egr(t) = Ae™ 0 £, (r()e O h(r () D)) = AeTOQ (r(t)e D, 2(t)) = ir(t) - r(t)p(2),
e usando a equagao (6.42) obtemos
[E(r)Ir(t) = Ae7#0Q (r(t)e#®), (1)) = it(t) = r(D)(1);

assim, tomando a parte imaginaria e a parte real, vamos obter o seguinte conjunto de equagoes

{ 7= Im(=Ae"¥Q(re’?, 2)), (6.43)

¢ = —E(r(t)) — Re(= e ®r=1Q(re'¥, 2)).

Note que, da equagao (6.25),

Qup(), ()] = [fp(up(t), hup(t)) = 2()) = fo(up(t), h(up(t)))]
Cl{@)? uptho + h(up)[Plz] + ()7 272,

IN

e pelas equagoes (6.33) e (6.35)

|Q(up(t), 2(1))| < C(w(e)” +¢) [l2ll 2 -
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Como ¢ é pequeno, pelo Teorema 6.2.1 temos a estimativa

[Qup(t), 2(1)] < C [l2ll 2, < CET372(0)]| 2 -

t ‘ ‘
Integrando a primeira equacao em (6.43) temos r(t) = / Im(—Ae ) Q(r(s)e™?®), 2(s))) ds, pois
0
r(0) = 0, e assim r(¢) satisfaz

1

r(t) —re = O((t) 7277, (6.44)

quando t — 400, com ry = . 1irin r(t) (veja Observagao 6.3.1). Da mesma maneira, considerando
— 00

a segunda equacao de (6.43), temos
t
ot) =~ [ B(r(s))ds + 010,
0

pois ¢(0) =0, com 6(t) = —/Ot Re(—Ae ) (r(s))7LQ(r(5)e™®), 2(s))) ds. Assim, usando (6.44),
temos que
0(t) — 02 = O((t)727F), (6.45)

quando t — +oo, sendo 64 = . liin 6(t). Combinando (6.41), (6.44), (6.45) e aplicando o Teorema
— 00
6.2.1, obtemos

. t .
u(t) — e s B0 oo = Hu(t) - GW(t)ibE(r(t))}

= [l2®)ll g2 < CEHTZP2(0)]] 2 -

2
‘Lia L=,

Entao, temos a equagao (6.38). [

Observagao 6.3.1. Para t > 0,

¢ 1 ¢ 1
s [ dss [ s
0 <S>§+5 0 (1+S)§+6

00 1
entao / ——— ds < o0, pois 2 + > 1, logo lim 7(t) existe.
0 (1—|—s)%+5 pois 5+ 90 2 (t)



CapiTULO 7

Aplicacao a equacao de Schroédinger

com um ponto de interacao

Vimos na Sec@o 6.2, que como a parte nao-linear da equagao(3.1) é polinomial, tivemos
que estudar propriedades da parte dispersiva do grupo {e*ith }teR em espago de Sobolev com peso
para assim obter a solugao local de (3.1) sobre a parte espectral continua e portanto deduzir a
aproximagao a variedade invariante centro WY.

Nesse capitulo, vamos estudar equacao de Schrodinger nao-linear com potencial singular e
com nao-linearidade mais gerais, tal que sob certas condicGes naturais nao serd necessario trabalhar
em espacgo de Sobolev com peso. A ideia de mudar o tipo de nao-linearidade, surgiu pelo estudo
de um artigo publicado por Weder em [45]. Em geral, as solugdes para essas equagoes tém uma
componente localizada e uma dispersiva. O bound-state nao-linear, que bifurca da solucao nula
na energia do autovalor de H,, define uma variedade invariante centro que consiste de érbitas
de solugoes localizadas no tempo. Provaremos que todas as solugbes com dado inicial pequeno,
aproximam-se de uma orbita peridédica particular na variedade centro WY, quando ¢ — £oo. Em
geral, as Orbitas periddicas sao diferentes para t — +o0o. Esses resultados implicam também, que o
bound-state nao-linear sao assintoticamente estavel no sentido que, cada solucao com dado inicial
proximo de um bound-state é assintético, quando t — 400, & uma dérbita periddica préxima de um

bound-state que sdo, em geral, diferentes para t — 4o0.

7.1 NLS-) com nao linearidades gerais

Estudaremos a equacao de Schrédinger nao linear

u

z@ =Hu+ f(z,|u])—, (z,t) e R xR,
ot |u| (7.1)
u(0) = wo,

1
onde H, = —§A + qd(z), ¢ <0, com § denotando a distribuigao Delta de Dirac.

Para cada x € R fixo, f(z,-) € C'(R,R), %f{x,) € C(R,R), f(z,0)=0e

0
S| < Clupt (7.2

85
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3f z,u)| < Clul’, paraalgump > 2. 7.3
Oz

Recordemos que pelo Teorema 2.1.4 para g < 0, o operador H,; tem um tnico autovalor
2
negativo, o, (Hy) = {—q—} com autofuncio normalizada /—ge?®l e seu espectro absolutamente

continuo ¢é [0, 00).

Inicialmente, quando consideramos a equacao de Schridinger linear; isto é, com f = 0,

z@ =Huu, (z,t)eRxR,
ot (7.4)
u(0) = up,

a equagao (7.4) tem uma variedade invariante centro dada por
E, = {re%o 1 >0,0<6< 27r} . (7.5)

A variedade invariante, E,, consiste de érbitas de solucoes periddicas para (7.4) da forma e~ B0yt
tais que r > 0e 0 <6 < 2.
—itH

Toda solugao para (7.4), u(t) =e ug, com ug € L?, pode ser decomposta como segue

e tHa gy = 7 itE0 Pyug + e HHap g, (7.6)

onde P,ug = (ug, o) 1o e P. = I — P, sdo a projegao ortogonal sobre o subespaco [1)g] e a projecao
sobre o espago de continuidade de H,, Z(H,) = P.L?, respectivamente. Por (7.6) e Lema 3.4.2
toda solugao u para (7.4) aproxima-se de uma 6rbita periédica na variedade invariante centro, pois

para qualquer o > %,

lim ||u(t) — e Byug| = 0. (7.7)

t—+oo

= lim ”e‘ithPu‘
LQ_(7 t—+oo o

1.2
—0o

A equacdo (7.7) nos diz que se o dado inicial ug = re®yy + u. em L?, onde u. € #(P.), entdo
a solucao para (7.4) é a soma de uma 6rbita periédica, e~ tEoreiy)y, e uma solucdo dispersiva,
e~y cuja energia local converge para zero quanto t — 00.

O objetivo deste capitulo é ver que para o caso nao-linear vamos obter a mesma situagao.
A saber, existe uma variedade invariante centro cujas érbitas sdo de solucbes periddicas no tempo,
tais que toda solugao com dado inicial pequeno para (7.1) aproxima-se de uma drbita particular na
variedade centro quando t — +oo0.

Uma solucio standing wave para (7.1) é uma solucio do tipo u(x,t) = e *F¢p, onde g

¢ uma solucgao do seguinte problema

K28

= Evp, ¢pe Y(H,). (7.8)
[VE|

Hyp + f(x,|¢p])

E uma consequéncia do Teorema de Crandall-Rabinowitz (Teorema 2.3.2) que (7.8) tem exatamente
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uma curva continua préximas da solugao trivial ¢, = 0 tal que |E — Ey| < u, para algum p > 0, e
PuvS [VEll gy ) = O- (7.9)

Ainda mais, é possivel ver que para alguma constante C, temos o decaimento
e ()| < C’e_\/ﬁm, para |E — Ey| < . (7.10)
(veja [8, Teorema 3.2]). Segue de (7.10) que para qualquer o > 0 existe uma constante C, tal que,
[YEl2 < Co,  para |E— Eo| < p. (7.11)

Agora, a variedade invariante centro para a equagao de Schrodinger nao linear (7.1) é dada

por
W = {1 |[E — Eo| < 1,0 <0 < 2 }. (7.12)
As 6rbitas de W} sao solugoes periddicas nos tempo para (7.1) da forma e~ el Com feito
anteriormente, escreveremos W/ como o grafico de uma fungao do subespago [t)o] em seu comple-
mento ortogonal Z(P.). Pelo Teorema 4.2.1, segue que existe § > 0 e uma fungdo de classe C*, h,

de {u, € C: |up| < 6} em Z(P)NHiNL2, 0> 1, tal que,

o)

WEH = {9 ¢ = uptho + h(uy); |uy| <6} (7.13)

Além disso, h(0) = 0 e h(e?u,) = eh(u,).
Seja F': R x R — R dada por F(z,u) = [;' f(z,v)dv. J& temos que f(z,0) = 0. Segue de
(7.3) que para todo K > 0 existe L(K) > 0 tal que

(@, u) = f(a,0)] < LK)[u - v| (7.14)

para todo z € R e para todo |ul,|v] < K e L € C([0,00)). [ estende-se para o plano complexo
definida por

flz,u) = %f(x, lu|),  paratodo u € C, u # 0. (7.15)
Logo, seja
g(u)(z) = f(z,u(z)), € R (7.16)
paratoda u:R — Ce
ﬂm:AﬂLMMMx (7.17)

para toda u : R — C tal que F(-,u(-)) € L*(R).
Observagao 7.1.1. Por [11, Proposicio 3.2.5] temos as seguintes propriedades
o GeCY(H'(R),R), g€ C(H'(R),H '(R)) e G' = g;

e g€ C(L*(R), L*(R);
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e para todo M > 0, existe C(M) < oo tal que ||g(u) — g(v)|]l2 < C(M)||lu — v||2 para todo
u,v € HY(R) com [|ull g1, [Jv]l g < M;

e Im g(u)u = 0 para todo u € H*

Segue de (7.3) e f(z,0) =0, que |f(z,u)| < ClulP e
|[F(x, [u)| < Cluf™, (7.18)

para alguma constante C'. De [11, Teorema 3.5.1, Corolédrio 3.5.3] temos que existe um p > 0 tal
que o problema de valor inicial (7.1) tem uma tnica solu¢ao em C(R, H') para todo ug € H! tal

que ||up|| g1 < p. Se mais ainda,
F(z,|u]) < C1+ |u)®Hu?, para algum 1 < § < 5, (7.19)

entdo, por [11, Colorario 3.5.2] o problema de valor inicial (7.1) tem uma tinica solu¢ao em C(R, H!)
para todo ug € H'. Em ambos os casos (onde F satisfaz (7.18) ou (7.19)), a norma em L? e a

energia sao quantidades conservadas
[u()ll2 = [luoll2 (7.20)

3 (e, D1 = a0, 0 + [ Flaute.0)) o = 5 | o) - dluo(O)F + [ Flaluol) do. (7.21)

Mais ainda, é facil ver que, para todo € > 0 existe um v > 0 tal que se ||ug| g1 < v, entéo
lu()||lgr <€ teR. (7.22)

Observacgao 7.1.2. Se em (7.22) § = 5, temos a existéncia global desde que ||ugl|2 € suficientemente

pequeno. (veja Se¢do 3.1)

7.2 Estabilidade assintética para bound-states nao-lineares asso-

ciados a (7.8)

Teorema 7.2.1. Suponhamos que para cada x € R, f(z,-) € C1(R,R), %f(w, ) € C(R,R), f(z,0) =
0 e, para algum p > 2,

0
)| < gl (7.23)
onde (1 + |z])>+48¢(z) € L>®°(R), para algum s > 1 e 1/2 < 3 < 1. Mais ainda,

‘%f(x,u) < Clul?. (7.24)
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Entao, existe umn > 0, tal que para todo ug € Hl(R)ﬂLiLQB(R) com ||up|| g1 < 1, existem fungoes,
E(t) e 0(t), em C1(R,R), tal que para alguma constante C (independe do tempo),

(7.25)

u(t) — e*ifot E(p)dp ,i6(t) i

< C(t) 78| Peuo — h({uo, o))l 2,

1.2 5,

—s—20

onde u(t) € a solugdo para (7.1) com dado inicial uy. Mais ainda, os sequintes limites existem,

lim E(t)=FEy; lim 0(t) =04. (7.26)

t—*+o0 t—=o0

Observagao 7.2.1. A equagao (7.25) nos diz que u converge para a drbita periddica de eieii/)Ei.

.t )
Note que a parte dispersiva, u(t) — eizfo E(p)dpew(t)wE(t), converge para zero em L2737257 quando
t — +o0, com a mesma taxa que a solugdo dispersiva da equagao de Schridinger linear (7.4) (veja

o Teorema 6.1.1).

Demonstracao: Usando as projecoes ortogonais P, e P, (veja Secao 2.28), entao, (7.1) é equiva-

lente ao seguinte sistema,

iaup = Eoup + gp(up, uc);
(7.27)
0
iy Ue = Haue + ge(up, ue),
onde, denotando ¢(z,u) = f(z, ]u\)ﬁ, temos
u
p(tp, uc) = Bpg(, uptho + uc) = (g(z, uptbo + uc), vo) Yo; (7.28)

gc(uzn uc) = ch(.%', upwo + uc)-

Qualquer ponto na variedade centro WY ¢ escrita como e = upytpo+ h(uy), h(u,) € Z(P.), onde

Up, h(up) s@o as solucdes do seguinte sistema

By = W)

)

Up (7.29)
h(up) = —(Hg — E)_lgc(up’ h(up)).

Vamos considerar ¥(t) = u,(t)1ho + h(up(t)) € WE. Provaremos que a diferenca 2(t) =
u(t) — (t) = uc(t) — h(up(t)) satisfaz a estimativa

=@z, = C(t) /27 2(0) Iz, (7.30)
onde s1 = s+ 2. Por (7.27), z(t) é uma solugao da seguinte equacao

Z%Z(t) = Hyz(t) + N(up(t), 2(t)), (7.31)
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onde

N (up, uc) = ge(up, M(up) + 2) — ge(up, h(up)) — (Dh)(up) [gp (up, h(up) + 2) — gp(up, h(up))], (7.32)

onde (Dh) é a derivada de Frechét de h. Para verificar (7.32) devemos mostrar que
(Dh)(up) [Eoup + gp(up, h(up))] = Heh(up) + ge(up, h(up)). (7.33)

De fato, seja tg € R. Denotamos E = E(u,(to)). Note que por (7.29), [e~Fu,(to), h(e " Fuy(ty))]
é uma solugao para (7.27) (ja vimos que h(e~®Fu,) = e"#Fh(u,)). Entdo, usando a equacio de wu,

em (7.27),

i%h(eitEup(to)) = (Dh)(e*itEup(tO)) [Eo efitEup(tO) + e*itEgp(up(to), h(up(to)))} ) (7.34)

Mais ainda, pela equacao de u. em (7.27),

i%h(eitEup(tO)) = th(efitEup(to)) + efitEgc(up(to), h(up(to)))- (7.35)

A equagao (7.33) segue-se fazendo t = 0 em (7.34) e (7.35). Por (7.23), |g(z,u + z) — g(z,u)| <
Cq(z)(Ju|®P=Y 4 |2|®=Y)|z|, e temos, pelo Teorema de Sobolev [1],
g (@, uptho + h(up)) — gz, uptho + h(up) + Z)”Lgl
s -1 -1
< O+ k) a@)lloe (o + R GV + 1205 ) 2l - (7.36)
Por (7.10), P, e P. = I — P, sio operadores limitados em L2, s € R, e segue de (7.36) that

-1 -1
g (s b)) = gy (g uap) + ) 2 < C (llugtbo + ) g3+ 11z05) N2l 2 (7.37)

I ge(utp, h(up)) = el hlup) + )l 2 < € (lugtho + Al + NG ) 2l e, - (7:38)

Por (7.22) dado qualquer any €¢; > 0 podemos escolher 7 suficientemente pequeno que se

ol g1 < 1, temos |uy(t)| = [(u(t), vo)| < [[u(t)||gr < e1. Além disso, como h é de classe C* e
h(0) =0,

17 (up ()1 < Clup| < Ce, (7.39)

e concluimos
Izl < Cer. (7.40)

Por (7.32), (7.36), (7.37) e (7.38),

[N (up(®), 2(O) |2, = Cellz(®)l 2, selluollm < - (7.41)
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Escrevemos (7.31) como uma equacao integral

2(t) = e MHaz(0) —i /Ot e~ U= Ha N (4, (5), 2(s)) ds. (7.42)

Denotaremos zp = max‘t|<T(t>1/2+ﬁHz(t)HLz . Pelo Teorema 6.1.1 e (7.41), para |t| < T,
< 2 0

A

t
2Oz, < COTEP IO, +Car [ (6= )7 ()1 g ds
/e 0

< )P (0) 2, + Cearzr). (7.43)
Fazendo 7 suficientemente pequeno tal que que Ce; < %, obtemos
zr < C|[z(0)] 2, » (7.44)

e como a constante C' é independente de T' a equagao (7.30) segue. Seguindo os passos da Secao

6.3, e usando a equagao (7.30), obtemos (7.25). [ |

7.3 Consideracoes

1. Note que da condigo (7.23) e (1 + |z])2*45¢(2) € L>°(R), obtemos a condigio (7.2). Assim,
a solucio u(t) € C(R; HY(R)) e, portanto, z(t) € C(R; HY(R)).

2. O modelo com nao-linearidade nao-homogeénea

ou

e Hou+ K(x)ulP " u, p>1, (7.45)

7

com K (x) satisfazendo (1 4 |z|)>T*P K (x) € L>®(R), encaixa-se no modelo geral (7.1).

3. O modelo (7.45) surge, no sentido fisico, no artigo “Optical guiding of laser beam in nonuni-

form plasma” publicado por Gill em [19].



CAPITULO 8

Futuros Trabalhos

FEm todo nosso trabalho, estudamos a equagao de Schridinger nao-linear quando o poten-
cial é a distribuicao delta de Dirac.
J& existem na literatura estudos quando no operador H, substituimos o potencial ¢ por ¢’

(derivada de ¢) ou soma de duas d-interagdo. Sendo assim, denotaremos os operadores

H, = 572 + ad'(z), (8.1)
1 d?
Hz = —§w+ﬁ(5(:v+a)+5(:v—a)), (8.2)

onde a € R, a > 0, que determinam, respectivamente, os grupos unitarios,

Ung(t) = e itHo (8.3)
Us(t) = e s, (8.4)

Apresentamos algumas propriedades ja conhecidos em ambas situagbes. Consideremos
2

d
A= 03 sobre L?(R) com o dominio Z(A) = H?(R).
T

8.1 Operador H,

2

da?

{ A1 = Agy,
D) = {ge DA)|g(0)=4g(0)=0}

Seja —A, = + ad’(x). O operador de restrigao

o adjunto de A; ¢é dado por (Ver [3, Capitulo 1.4])

d2
A = -8
! dz?

P(A}) = H*R-{0}).

Além disso, A; tem indice de deficiéncia (2, 2).
Por Albeverio et al. [3], temos a seguinte familia a um parametro de extensoes autoadjuntas

de A; e propriedades espectrais para —A,, como seguem

92
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Teorema 8.1.1. Todas as extensdes autoadjuntas —A, de Ay, onde —o0 < a < 00 sdo dadas por
d2

~Re =g (8.5)
N—Aa) ={g € H*R—{0}) | ¢'(0+) = ¢'(0-), 9(0+) = 9(0—) = ag'(0)} .

Se o = 0, obtemos o operador de Laplace no espaco L*(R), ou seja,

d2

A= _ 4
dx?’

D(—-A) = H*(R), (8.6)

enquanto se a = 00, a reta real € dividida em dois intervalos (—o0,0) e (0,00), isto acontece devido

a apari¢ao da condicdo de fronteira do tipo Neumann no ponto 0, isto é

{@(—Aoo) = g€ HXE—{0)) | §(04) =/ (0) =0} = H(-Bp ) © A-Bp,),

A = (—Ap )& (—Ap,),

onde (—Ap,.) denota o Laplaciano de Neumann sobre (—o0,0), (0,00), respectivamente,com
PD(—Ap_) = {Hi((=00,0)) : g'(0—) = 0} e A(—Ap,) = {HF((0,00)) : g'(0+) = 0}.

2

Teorema 8.1.2. Seja —oo < a < 00. O espectro essencial de —A, = ) + ad’ € o eizo real
x
nao negativo, oess(—Ay) = [0,00). Se —co < a < 0, —A, tem precisamente um autovalor simples
4 o
e negativo, isto €, o, (—Ay) = ——2}, com Yo(x) = sign(uv),/—gegm| sendo sua autofuncdo
«

normalizada. Se o> 0 ou o = 00, —A, nao tem autovalores, op(—Aq) = 0.

Logo, temos o seguinte resumo para o < 0:

Hy=—-A+ad(z) = = (A + 228 (2)),

DO | —

1
2

VvV —Q l|m|
ea

. . 2 ~ .
tem um tnico autovalor negativo, o), (Has) = { ——5 ¢ com autofungio normalizada ; além
a

disso, Z(H,) = {u € NH3(R — {0}) [«/(04) = «'(0—), u'(0+) — u/(0—) = 2t/ (0)}.

8.2 Operador Hpg

2

Seja —Ag = o T B(0(z —a) + d(x + a)). O operador de restrigao
T

A2 = A‘@(Ag) s
DA3) = {g€ DA) ] g(+a) =0}
o adjunto de As é dado por (Ver [3, Secao 11.2.1])
d2

da?
HY(R)N H*(R — {+a}).

A5 =
D(A3)
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Além disso, Ay tem indice de deficiéncia (2, 2).
Por Albeverio et al. [3], temos a seguinte familia a um parametro de extensoes autoadjuntas

de Aj e propriedades espectrais para —Ag, como seguem
Teorema 8.2.1. Todas as extensoes autoadjuntas —Ag de Az, onde —oo < f < oo sdo dadas por

d2
—A8 = g (8.8)
A (—Ap) = {g € H'R) N H*(R —{+a}) | ¢'(+a+) — ¢'(+a—) = Bg(+a)} .

Se B =0, obtemos o operador de Laplace no espaco L*(R), ou seja,

d2

A= _ 2
dx?’

PD(-A) = H*(R), (8.9)
enquanto se B = 00, a reta real € dividida em dois intervalos (—o0,0) e (0,00), isto acontece devido

a aparicao da condicdo de fronteira do tipo Dirichelt no ponto +a, isto €

D(-Ax) = {g € H'®R) N HA(R ~ {*a})) | g(a+) = g(a—) = 0} (8.10)

Teorema 8.2.2. Seja —oo < 3 < oo. O espectro essencial de —Ag = + 6" € o eizo real

da?
nao negativo, oess(—Ag) = [0,00). Se —oo < < 0, entao o espectro discreto de —Ag, op (—Ag),

consiste de autovalores negativos v dados pela equagdo implicita

(—2in + ,3)2 = ,8264“75, n=+"7 Imn>0.

Se >0 ou =00, —Ag nao tem autovalores, o,(—Ag) = 0.

8.3 Planos

Tanto para U, quanto para Ug, Angulo & Ferreira em [5, Proposicao 4.4] mostram esti-
mativas dispersivas para os grupos.

Observamos que se o < 0, obtemos para o operador H, um autovalor. Desta forma, sera
possivel decompor o espaco L? como uma soma direta como fizemos no nosso estudo. Além disso,
o nucleo de H, + % ¢é unidimensional. Logo, trabalhando com a equagao de Schrodinger nao-linear
para esse caso, acreditamos que na possibilidade de obter os mesmos resultados apresentados nessa
tese.

Mais ainda, se § < 0, o operador Hg possui um ou dois autovalores (veja [5, Teorema
3.2]). Mais uma vez, sobre o problema nao-linear, acreditamos que podemos obtermos também os

resultados apresentados nessa tese.



APENDICE A

Solucoes da NLS-o

A.1 Equagao solugao de (1.3)

A1l ¢g=0

Queremos obter uma solugao para a equagao
. 1
Uy + Eu;m: + )\|u|pu = 0,
da forma
ug(x,t) = e“to(x — vt),

onde A > 0 e v é a velocidade da onda e ¢ : R — C. Assim teremos
1
—w ¢ (x—vt) —i¢) (x —vt)v+ §¢"(x—vt) + Ao (x —vt)]P ¢ (x — vt) = 0.

Afim de cancelar ¢/, vamos escrever ¢(£) = e®ip(¢), onde € =z — vt e ¢ : R = R, com ¢(&) — 0,
quando |¢| — +oo. Logo,

a2
(—w + va — 5) @(&) + (—iv +ia) ¢’ (§) + %@” &)+ X (e =0.

2
~ . v
Entao, considerando ¢ = v e chamando o = w — = obteremos

~ag(6) + 36" (O + Mg ()P =0. (A1)

Sabemos que pode existir um perfil ¢ satisfazendo (A.1) e ¢(§) — 0, quando || — +o0, com « > 0.

Se multiplicarmos a equacao (A.1) por ¢'(£), teremos

& (S Or+ 10 O + 5 e @P*?) o

ou seja,
(p+2) [¢']* = 2a(p +2) [p]* — 4X [p]P 2.

95
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1 1
Chamando ¢ = —, como ¢/ = ————¢/, temos
4(p+ 2) 1 12 1 o p"’ 2 / ?
2 2(p+2) [g] =2« (p + 2) i 2(p+2) — g =1
p g p gp

Recordemos que cosh?(f) — sinh?(§) = 1 e que i Cosh(ﬂ) = sinh(#). Logo,

\/7\/>005h \/>£
2t (5]

Entao,

2

onde @ = w — —.
2
Portanto,
1 5 1
. . p
u(z,t) = eiwtiv(@—vt) (%)p [p 3 sech? (P\/gf)}
1 1
1 9 1
= <%) " gilvr—wt) { —)i: sech? < \/g(x - vt))} ’ ,
02
onde w = —(v? — w) ¢ a frequéncia temporal e o = w — 5

Observagao A.1.1. Suponhamos que A < 0, entdo sequindo uma parte dos passos anteriores

2
P\ A 2\ A

vamos obter a equagdo

Logo,
2 A
)=/ 2\ s [ [2e].
al\lp+2 2
. , 1
mas g(0) = 0, portanto, teremos uma singularidade em £ =0 para ¢ = — .

gp
Al2 ¢g#0eX>0
Queremos obter uma solucao tipo standing-wave para a equacao

1
fus + 5 Uz — qd(z)u + Au|Pu =0, (A.2)

com A\ > 0, da forma
u(z, t) = e“to(x),
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onde w > 0 e ¢ : R — R satisfazendo

1 " p —
{ W (@) + 5 (2) + Ao ()" 9(x) = 0, paraz £0, "

peD(H,y.

Logo, ¢ € Y(H,) é continua em x = 0 e ¢'(0+) — ¢'(0—) = 2q¢(0). Assim, para z # 0 e

considerando ¢ > 0, temos
1
~wo () 5 o (@) + AP (1) =0 (A1)

Se multiplicarmos a equagao (A.4) por ¢'(x), pois x # 0, teremos

d 1., A
TR @+ @)+ S5 @] =
logo .
—5 8 @)+ (¢ (@) + mwﬂ z) =
ou seja, n
/ 2 _ 2 +2
(¢ (@)" = 200" (2) = 228 () = 6 (o) (20 -~ 07 (@), (A5
Como ¢ > 0,
(A.6)
e, pela equacao (A.5), ¢ < (w )p; isto é, ¢ é limitada. Integrando (A.6), obtemos
=z +¢; ¢ constante. (A.7)

/ \/—

2
Fazendo a mudanca de variavel ¢ = (wp;;\ ) sechp , assim
1
2\ » 2
dp = — <wp2+ >” Zsoch? (6) tanh(6) dd
p

1
4 2\ » 2
P4/ 2w — :\2@’ = V2w <w%> ? sech# (0) tanh(6).
p

Substituindo em (A.7), concluimos que

PV 2w

+6 = 2

r +d; d constante.
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Como sech é uma fungao par, entao

P(x) = (ww) ’ sech? (p\éﬂx + d) .

2\

Para que ¢ satisfaga a condicao de salto ¢'(0+) — ¢'(0—) = 2¢¢(0), entdo

A seguir determinaremos d. Veja,

1
2\7p 2 V2 V2
—V2w (w]i) ? sech# (p w\x! + d) tanh (p w\x! + d) , >0

2X 2 2
¢'(x) =

S

1
2\ 2 (pV?2 V2
V2w (w%) sech? <p 2 w|$| +d> tanh <p 2 w|$| +d> , =<0

2
logo, desde que w > % e do fato que ¥/ (04) — ¢/ (0—) = 2¢¢(0),

—2v2wtanh (d) = 2¢ = d = tanh™! (—%) .

Portanto,

DN R
&
N——
N——
1
SRS

u(z,t) = et [ w

P+ . <p\/2w

5y See 5 |z| + tanh ™! (——

¢
desde que w > 5

Al13 ¢#0eX<0

Com A < 0, de forma anéloga ao feito anteriormente,

1
2\ » 2 (pVv2
o(x) = <w%> ? cossech s (p 5 w|CE| + d) .

resolve a equacao (A.2), desde que d > 0, pois cossech tem uma singularidade em = = 0. Entao, do
fato que ¢'(0+) — ¢/(0—) = 2¢¢(0),

V2w

V2 V2
—2v/2wcotanh (d) = 2¢ = tanh (d) = —~——— = d = tanh ™! <__w> = tanh ! < w) .
q

q

Portanto, para A < 0,

: 2 V2 V2 v
u(z,t) = et [ w%cossech <¥\x! + tanh™* <‘_’w>>] ,
q
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¢
desde que w < 5

A.1.4 Casos particulares

Afim de deixarmos claro como é o perfil da solugdo da NLS-4, vamos considerar valores
para p e ¢ nos perfis obtidos nas secoes A.1.2 e A.1.3 desse apéndice, como uma breve ilustragao.

Consideremos p = 2. Entao, se

e A\ =4 e qg=2, consideraremos w = 8, entao

¢(x) = 2sech (4\36[ + tanh ! (—%)) ,

cujo grafico é

-3 -2 1 2 3

Figura A.1: Perfil com A > 0e g > 0.

e \=4eq= -2, também consideraremos w = 8, entao
(1
¢(x) = 2sech | 4|z| + tanh 5))
cujo gréfico é
2_

; Jz | ; ;

Figura A.2: Perfil com A > 0e g < 0.
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e \=—4¢eq=2ouq= -2, consideraremos w = 1, entao

d(z) = gcossech <\/§\xl + tanh ™! (?)) ,

cujo gréfico é

-0,1- x

Figura A.3: Perfil com A >0e g > 0ouq<0.



APENDICE B

Contas do Teorema 6.1.1

Nesse Apéndice apresentamos cédlculos que foram omitido da demostracao do Teorema
6.1.1.

B.1 Derivadas de

Nessa secao apresentamos as derivadas de h; com relagao a A de ordem um e dois nas

quatro partes onde h; estd definida.

1° Caso: x> 0e y > 0:

V2 cos (\/ﬁ (z — y)) \ cos (\/ﬁ (x — y))

dh;
ar—L(\z,y) = X;(N)

d\ 2\ + g2 X V2X (22X + ¢?)
V22X cos (V2X (z — ) sen (V2 (z — )
Al (2§+q2)2 )_Xj(A (2)\+q2 ) “=9)
B2h. . V2Xcos (V2 (z — y) ) cos (V2 (z —y)
ZWWZJ(A,x,y) = xj(\) 2()\+q2 )+2Xj (N \/g_A(2A+q2))
V2Xcos (V2X (z — 3) sen (V2X (z — y)
o (2§+q2)2 2) —26 () (2)\+q2 ) =)
N cos (\/ﬁ(x—y)) dvs (3 cos (\/ﬁ(x—y))
=X ) 222N+ @) N2 Y V2X (2 + ¢2)?
sen (V2 (z — y) V2 cos (V2X (z — y)
—x; (V) QE ) ) (z =) +8x; (A) (2§+q2)3 )
sen (V2 (z — v) cos (V2X (z — y)
+4x; (A) ((2A+q2)2 ) z—y) = x; (A) \/g—A(zAJrqg)) z—y)*.

2° Caso: r>0e y<O0:

, dhi X V2heos (V2A (=) xi (N eos (V2A (z )
oY) = 2) + ¢ T et )
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Xi (\) sen (\/ﬁ (x — y))

- (z—y) -

LX) V2 cos (VI (@ — )

2\ + ¢2 2\ +¢2)?

Qs (VR p) | xiWeos (V@ w)

2X+¢? VX (2X + ¢2)

Ly ez (VR —y)) X () VEReos (VIR + )

(2 + ¢2)? 2\ + ¢2
xi (Veos (V2A(z+y))  xi (A) vV2heos (V2A (2 + 1))
" V2X(2A +¢?) N (2X+ ¢2)°
gl L NN (VB —y) xieos (VIR (z —p))
dx2 V2X (22X + ¢2) N2 (2 + ¢2)

Xi (A) cos (\/ﬁ (x — y)) ,  Xi(A)sen (\/ﬁ (x — y)) )
T T P (x—y)"—q NI (z—y)
LN eos (VIR (@ +9)) i) cos (VDX (@ +4)

VX 2N+ ¢?) 202 (2) + ¢?)

LX) sen (V2 (z — i (V) sen (V2 (2 —
R : Ei_y D) oy pa i - A(g)g D)
X! Vsen (V2X (@ —1)) ¥ (Vsen (V2X(z —p))
a 2+ ¢2 — (2X + ¢2)°
g i) sen (V2A(@—y)) 4 g e (V2X(z—y)) -
A+ ¢2)° VA 2\ + ¢2)

- Xi (A\) cos (\/ﬁ (z — y)) - X7 (N) V2 cos (\/ﬁ (x — y))

4 aer+@)? o v+ 2A+ ¢2
OV (VX)) xisen (VA =)

(2X +¢2)? 2\ X+ ¢%) =)

xi(Vcos (VEX( —9))  xi (M) vVE2heos (VIA (z — )

e P @A+ )
X! () V2 cos (\/ﬁ (x+ y)) Xi (\) V2X cos (\/ﬁ (x+ y))
* 2+ ¢2 - (2A +¢2)?
W (VR @+y) xi(h) VEReos (VIR (@ +4)
V2N 2\ + ¢2)° @A+ @)

N (A) cos (V2A (2 — y)) .

202 (21 + ¢2)

3° Caso: £ <0 e y>0: A menos de sinal é como do caso anterior.
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4° Caso: £ <0ey<O0:

27Tihi()‘a r,y) = xi(\)

dA V2X (21)%/2
J1
sen (V2 (z — /
—i() ( 5 A( ) (r—y) - 2;‘@3;2 2gsen (V2X (2 +) )|
sen (V2 (z + 1) cos (V2 (z + )
+4qxi(N) 52)\ o Yy ) —2qx:(A) \/(2—)\(2/\ ) ) (z+y)
ey | o 2o (VB )
— \/5(2)\ n q2) |:2q2 Cos (\/ﬁ (x+ y))} + xi(A) (2)\)3/2 @t q2)
J2
4¢? cos (\/ﬁ (x + y)) 2¢°sen (\/ﬁ (x+ y))
+xi(N) \/ﬁ(z)\_’_qQ)Q + xi(A 2)\(2)\+q2)(2 (DU—i-y))
N s (VR )
+Xz()\)m cos (\/ﬁ(w y)) Xi(A) @ 2rt )
J3
s (VBG-w) s (VRe9)
—2xi(M) VI @2 1 ) — xi(A NOEWSE (r—y)
cos T — y o CO8 V2X (z - y)
o bhir) = D)) ( TN )
sen (V2 (z — ) cos \/ﬁ(:ﬂ—y)
=2x;(A) ( 2; ) (z =) +3x:(A) ( OV )
sen (V2 (z — cos (V2 (z —y)
+3xi(N) ( mgg ) (z =) = xi(A) ( 20372 ) z—y)’
" sen (V2X (z 4+ ¥)
_% [2qsen (\/ﬁ (r+ y))} + 8qxi(\) 52)\ " q2)2 )
, . cos (\/ﬁ (x + y))
—4gx;(A) NOYOERT) (z +y)
sen (V2 (z 4 v) cos (V2 (z + y)
—16gxi(A) E% PP ) +38gx:(A) \/2(—”2)\ +q2)2) (z +y)
cos (\/ﬁ (r+ y)) sen (\/ﬁ (z+ y)) )
+2qxi(N) O YD) (@ +y) + 206N\ —5 (2/\J<rq2) (z +)y)
4¢? cos (V2 (z + v)

Gy 1247 cos (V2X (2 + 1)) | + (V)

V2A2A + ¢?) 2032 2 + ¢2)
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8¢? cos (\/ﬁ (z+ ’y)) .\ AgPsen (\/ﬁ (= + y))

+xi(A) N TR YR R
o

—6¢%vi(\) Se(l;/(\;ﬁ_;\iizg))) (z +y) — 16¢*x;(N) CO\S}Q(—A\/Z\(i ;?3) )
8 I;ngq;zy ) (o )+ 2 m(ﬁ;fj jg))) ’
+x§'(>\)m cos (V2 (2 =) =2 q2<2(;s>§/iix(i;i))
v m( e RPN que;(g f;_) e
s U)o B )
+3¢%:(\) Se;;g;ﬁi;g))) (2 —y) +8¢*xi(N) Cojgé_i(i ;2?3) )
FAx(N) q%e;}\((;/i(;)—zy)) (z—y) — ¢xi(V) C(;();jiz(j; jz))) T

B.2 Limitacao em ¢ no 1° Caso

Considere a(t) = 2/t — 227t + 2132 1n (1 +\/ T ) Note que, chamando s = Zgr, entao

_ [27 _ In (14 +/s)
3/2 _ 3/2
%lH(l]t ln<1—|— t)-ghrf (2m) ETER

usando L’Hopital teremos

2m 1
1 3/2 _ — 1 3/27 —
%H%t In <1+\/ t) shrf (2m) 35 (11 v5)

assim a(0) = 0, logo a é continua para todo ¢ > 0. Vejamos quanto ¢t — co. Assim

lim a(t) = 1im(271-)3/2$ 2y/s+21In (1 +\/—)

t—o0 5—0 53/2

usando L’Hopital teremos

. Co20mP 1 223 42 g
fi a(h) =l == e = — g =y (T
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Como a é crescente para t > 0, entao

)] < 22y

B.3 Integrais finitas do primeiro caso

Nessa secao, apresentamos que as integrais do 1° Caso sao limitadas na demonstragao do

Teorema 6.1.1.

00 V2 2 V2
LN = [ ) Iy <

2A+¢?
[ = [ e a < o
o X2 V22X (2 X+ ¢?) X V2X (2 A+ ¢?) ’
© V2A 2 V2A
/ |X/2()‘)|72d)\=/ |X’2()\)|72d)\<oo,
0 2X+¢%) 1 2X+¢?)

o0 1 2 1
5 761)\:/ H(A\) | =—=——dX
LM gra = [ Wi <o

/ |><2<A>|mmiqw/gdxgc/l .
o0 1 o1

[0l e <o
o0 1 © 1

/0 ’XQ()‘)‘md)\SC/l Wd)\<oo,

0 1 o 1
A 7d)\<c/ i\ < oo,
/0 bxz(V)] ex+¢2)? T @n)?

o0 V2\ o0 1
/ \xm)\(idxgc/ i<,
0

2) + ¢2)° 1 (20)%2

o 1 o
A 7d)\<c/ i)\ < oo,
/0 bz (V)] 2A+¢2)° T 1 (20)?

o 1 o 1
A\ —d)\<c/ ———d\ < .
/0 b W 735 Cr+q2) S @n)?

B.4 Lema de Schur

Suponhamos que K(z,y) ¢ uma funcao localmente integravel sobre o produto de dois

espacos de medida o-finita (X, ) x (Y,v) e seja T' um operador linear dado por

T(f)(a) = | K@) dviy),

onde f é limitada com suporte compacto. E uma simples consequéncia do teorema de Fubini que

para quase todo x € X a integral definida T" converge absolutamente. O seguinte lema fornece um
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critério suficiente para a limitacdo LP de T.

Lema B.4.1 (Critério de Schur). Suponhamos que uma fungao localmente integrdvel K(z,y) sa-

tisfaz
sup [ K ()] duly) = A < oo,
zeX JY
sup/ |K(x,y)| du(x) = B < oo.
yey J X

1 1
Entao, o operador T' estende-se para um operador de LP(Y') para LP(X) com norma A"v By para

1<p< oo

Para mais detalhes veja [21].
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