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Ocorréncia de Bifurcacao Zip em um sistema de EDOs

RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é estudar a ocorréncia de Bifurcagao de Hopf e

Bifurcacao Zip em um modelo de competicao. Nosso estudo é baseado no artigo de M. Farkas

citado em [2]. Tratamos do seguinte sistema de EDOs
myx1S
T+ s G
. MoXaS
(Tt S ey,

onde x1, 5 e S denotam o tamanho das populagoes de duas espécies de predadores e da

Unica espécie de presas, respectivamente; e

v > 0 ¢é a taxa de crescimento intrinseca da presa;

K > 0 é a capacidade ambiental de sustentacao em relacao a presa;

e m,; > 0 é a taxa de natalidade;

d; > 0 é a taxa de mortalidade; e

a; > 0 é a “constante de semissaturacao”.

Posteriormente, estendemos os resultados para o caso com n espécies de predadores

e uma espécie de presa. Tomamos como base o artigo de Ferreira e Oliveira em [24].



Occurrence of Zip bifurcation in a system of ODEs

ABSTRACT

The main subject of this work is to study the occurrence of Hopf bifurcation and Zip
bifurcation in a model of competition. Our study is based in the M. Farkas paper quoted in
[2]. We consider the following system of Ordinary Differential Equations

. mix1S
e ap + 5 —him
. MoXaS
[ 2T as + S — oz,

where x1, x5 and S are the population size of the two predator and the single prey species,
respectively; and

e 7 > 0 is the intrinsic rate of increase of the prey;

e K > 0 is the carrying capacity of the environment with respect to the prey;

m; > 0 is the maximum birth rate;

d; > 0 is the death rate; and

a; > 0 is the “half-saturation constant”.

We extend the results to the case with n predators species and one prey specie. We
take based on Ferreira e Oliveira paper in [24].
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CApPiTULO 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar a ocorréncia da Bifurcacao de Hopf e Bifurcacao

Zip em um sistema de Equagoes Diferenciais Ordindrias (EDOs).

No capitulo 2 apresentamos alguns requisitos que serao importantes para obtermos os
resultados demonstrados neste trabalho. Dessa forma o dividiremos em trés segoes, a saber:
secao 2.1 dedicada a estabilidade de um ponto de equilibrio; secao 2.2 vamos relembrar os
assuntos visto na disciplina de Analise no R™ para nos alicercar na secao 2.3 sobre variedades
diferenciaveis. Dividiremos a secao 2.1 em trés subsecoes, as quais seguem: na subsecao 2.1.1
vamos definir o que é um ponto estavel, assintoticamente estavel e instavel; na subsecao 2.1.2
investigaremos a estabilidade deste ponto em um sistema autonomo linear no plano, pois
embora o nosso objetivo seja trabalhar com um sistema nao linear, faremos sua linearizacao,
mais ainda, veremos o que nos diz o polindmio caracteristico associado a matriz do sistema
planar linearizado; e finalizamos com a subsecao 2.1.3 descrevendo o Método de Lyapunov

para sistemas nao lineares.

No capitulo 3 estudaremos o sistema de competicao para um caso tridimensional,
onde ha a ocorréncia de de Bifurcacdo Zip, conceito introduzido por Miklés Farkas [2]. Ob-
servemos atentamente ao seguinte sistema

_ mlxlS _ mgath
ai + S as + S

[ §—75(1-S/K)

mlxlS d

X1 = — a1
a + S

. m2x25

Ty = — dyo,

\ a2+S
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onde x1, 5 e S denotam o tamanho das populagoes de duas espécies de predadores e da
Unica espécie de presas, respectivamente; v > 0 é a taxa de crescimento intrinseca da presa;
K > 0 é a capacidade ambiental de sustentagao em relacao a presa; m; > 0 é a taxa de
natalidade; d; > 0 é a taxa de mortalidade; e a; > 0 é a “constante de semissaturacao”. Vale
destacar que esse sistema foi estudado por diversos autores, como por exemplo: Hsu, Hubbell
e Waltman [5, 6]; Koch [7]; Smith [9]; e Wilken [11]. Dividiremos o capitulo 3 em duas partes,
ou seja, Bifurcagao de Hopf (segao 3.3) e Bifurcagao Zip (secao 3.4). A Bifurcagdo de Hopf
acontece, como veremos, quando as constantes de semissaturacao sao iguais, isto é, a; = as.
O Teorema 3.3.1 é um dos principais resultados deste capitulo, para a sua demonstracao,
primeiramente, necessitaremos do Teorema da Bifurcagdo de Hopf (veja Teorema A.0.2) e
em seguida, precisaremos de definigoes e resultados vistos por Negrini e Salvadori [3]; porém
para a utilizacgdo dos resultados de [3] mencionamos o Método de Poincaré, o qual serd
detalhado no Apéndice B, e ird nos auxiliar na prova de bifurcagdo supercritica. Agora, na
secao 3.4 o principal resultado é o Teorema 3.34, para sua demonstracao nao utilizaremos
métodos como na secao de Bifurcacao de Hopf, porém sera necessario os seguintes Lemas:

A.0.3 e A.0.4, que foram demonstrados por Hartman [1].

No capitulo 4 faremos uma generalizacao dos resultados apresentados no capitulo 3

baseada no artigo de Ferreira e Oliveira [241]. Nosso sistema predador-presa serd
S =751~ S/K) — Zm,fz
ji = (ml.fZ(S) - dz)xh 1= 1? 27 ey 1,

S
a; + S
é a resposta funcional do predador i, v é taxa de crescimento intrinseca da presa, K é

onde S denota a quantidade de presas, x; denota a quantidade de predadores i, f;(S) =

capacidade de carga do meio ambiente, m; é a taxa maxima de natalidade do predador i, d;:
taxa de mortalidade do predador i e a; é constante de semissaturacao do i-ésimo predador.
Todos esses parametros sao nao negativos. Assim, como no capitulo anterior, o dividiremos
em duas partes: Bifurcacao de Hopf (segao 4.3) e Bifurcacao Zip (secao 4.4). Na segao 4.3 o

principal resultado é o Teorema 4.3.1, para a sua demonstracao precisaremos do Critério de
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Dulac exposto no Apéndice D, e posteriormente, vamos calcular o Primeiro Coeficiente de
Lyapunov, apresentado no Apéndice E. Também, na secao 4.4, usaremos os Lemas: A.0.3 e

A.0.4, que sdao demonstrados por Hartman [1].

Para finalizarmos, vale comentar que Hsu, Hubbel e Waltman [5, 6] mostraram que
as solugoes do sistema predador-presa correspondentes aos valores iniciais positivos sao limi-
tadas no caso tridimensional, porém Ferreira e Oliveira [21] provaram o mesmo resultado no
caso (n + 1)-dimensional que sera visto no Capitulo 4. Apresentaremos demonstragao deste

resultado na qual foi essencial o Lema de Gronwall para derivadas (veja Apéndice C).



CAPITULO 2

Pré-Requisitos

Neste capitulo vamos abordar os assuntos que fizeram-se importantes durante o es-
tudo deste trabalho, tais como: Estabilidade em sistemas autonomos, Método de Lyapunov,

Imersao e Submersao, Variedades Diferenciaveis, Transversalidade e Folheacao.

2.1 Estabilidade

Nesta se¢ao, vamos investigar a estabilidade e instabilidade de um ponto de equi-
librio. Aqui discutiremos o tipo de estabilidade de um ponto de equilibrio de um sistema
linear através de seus autovalores. Porém, quanto ao sistema nao linear, a estabilidade serd

determinada pela aproximagao linear em uma vizinhanca do ponto de equilibrio.

2.1.1 Sistemas Autonomos

Um sistema de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem da forma

dx i
dt

= filxy, 29, ..yxy), 1=1,2,....n (2.1)

é denominado sistema dinamico ou autonomo, pois as funcoes f; nao dependem explici-
tamente do tempo t. As varidveis xq,xs,...,x, sao ditas wvaridveis de estado do sistema.

Resumidamente, podemos escrever (2.1) como

dx
X f) (2:2)
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onde x = (x1, Z2, ..., x,) € f(z) = (fi(z), fo(x), ..., fu(x)).

Definigao 2.1.1. Um ponto ¢ € R™ € chamado ponto critico ou ponto de equilibrio do sistema

auténomo (2.2) se f(c) =0.

Consideremos agora o sistema de segunda ordem

dx
T f(x,y)
dy
E - g(zvy)a

(2.3)

onde f e g sao fungdes continuas, com derivadas parciais continuas; (f(x,y), g(x,y)) é um

campo vetorial no plano xy, chamado de plano de fase do sistema; as drbitas ou trajetorias

sao as curvas integrais desse campo e, portanto, em cada ponto, sao curvas tangentes ao

campo. Como
dr  dx/dt  f(z,y)

dy — dy/dt  g(z,y)’

as Orbitas das solugoes de (2.3) sdo as curvas-solugoes da equacao

de_ f(z,y)
dy  g(z,y)

Exemplo 2.1.1. Vamos encontrar a trajetoria do sequinte sistema

dr
ar Y
dy
pri x.
Neste caso, temos
dr dx/dt y
dy —dy/dt @

Como esta equagao € separdvel, ela pode ser escrita da forma

y dy = x dx,

(2.4)
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e suas solucoes sao dadas por

v —a® =k, (2.5)

onde k € arbitrdario. Portanto, as trajetérias do sistema (2.]) sdo as hipérboles dadas por

(2.5).

Definicao 2.1.2. Seja ¢ um ponto critico do sistema
dz
ar f(z)
z(0) = xp.

Dizemos que c €

i) estavel, se dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo t > 0, ||x(t) — c|| < €, sempre que

[0 — el < 0;

ii) isolado, se existe € > 0 tal que a regido R = {||lz — ¢|| < ¢|z € R"} ndo possua outros

pontos de equilibrio diferentes de c;

iii) assintoticamente estdvel, se ¢ € estdvel e existe n > 0 tal que
tlim |z(t) —c|]| =0,

sempre que ||z — c|| < n;
iv) estritamente estdvel, se ¢ € estdvel e assintoticamente estdvel; e
V) instavel, se ¢ nao € estavel, isto é, existe ( > 0 tal que, para qualquer 6 > 0, existe t, > 0

tal que ||z(t.) — c|| > ¢, sempre que ||xg — c|| < 9.

O conjunto {c € R"; (z(t) —c¢) — 0, quando t — oo} é chamado de dominio de
atra¢do do ponto de equilibrio x = ¢ de (2.6). Também, se para (2.6) a segunda condi¢ao do

item iii) da Definigao 2.1.2 for verdadeira, entdo o ponto de equilibrio = ¢ é dito atrator.
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2.1.2 Sistemas Autonomos Lineares - Estudo Qualitativo no Plano

Um sistema autonomo linear de segunda ordem é da forma

dx
yr = ax + by,
(2.7)
@ =cr+d
dt - y?

onde os coeficiente a, b, ¢ e d sao constantes e ad — bc # 0.
Notemos que a origem (0,0) é o ponto de equilibrio de (2.7) e este ponto é isolado.

Podemos reduzir o sistema (2.7) a uma equagao diferencial de segunda ordem. Su-

ponhamos b # 0, de (2.7) temos

Agora, derivando ambos os membros desta equacao e substituindo o valor de i

dt
dado por (2.7), obtemos

ldx «a _1d2$ gd_x
)T A T bar

ou seja,

d? d
—x—(a—i-d)d—i#—(ad—bc)xzo.

O polinomio caracteristico associado a esta equacao é
P(\) =X — (a+d)X\ + (ad — be)

cujas raizes sao

A — (a+d)++/(a+d)?—4(ad — be) ey — (a+d)— /(a+ d)? — 4(ad — bc)
2 2 .
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Se A1 # A9, a solucao geral de (2.7) é

xz(t) = AeMt + Betet

o) = AN ZGonty R o

onde A e B sao constantes.

Se A\ = Ay, a solugao geral de (2.7) é

z(t) = (A + Agt)eM

y(t) = (By + Byt)eM,

onde A = A\ = \y, e apenas duas das constantes Ay, By, Ay e By sao independentes.

Agora, se b = 0, resolvemos diretamente a primeira equagao e encontramos x(t) =

Ae®. Substituindo este valor na segunda equacao, temos

y(t) = Be™ + %e“t, sed#a

y(t) = Be™ 4 cAte™, se d = a.
Logo a solucao geral do sistema (2.7) é dada por

x(t) = A16>‘1t + A26>‘2t, y(t) = BleAlt + BgeAQt, (2.8)

onde entre cada duas das constantes, Ay, By e Ay, By, apenas uma é independente.

Desta forma, o comportamento do ponto critico (0,0) fica restrito ao estudo dos

valores de A\; e Ag. Assim, (2.7) serd:

1. estavel, se x e y permanecerem limitados, quando t — +o0;

2. assintoticamente estavel, se + — 0 e y — 0, quando t — +0o0;
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3. instavel, se x — oo ou y — oo, quando t — +00.

Podemos simplificar as varias alternativas em relacao ao comportamento das raizes

A1 e Ay, colocando

A = (a+d)* - 4(ad — cb)
p=(a+d)eq=(ad—bc)#0.

Uma variacao dos sinais de A, p e ¢ nos leva a diferentes estabilidades. Vejamos:

1. Raizes A\; e Ay reais e distintas (A > 0).

(a) A; e Ay tém o mesmo sinal (¢ > 0):

i. A\ > Ay > 0. Entao

lim z(t) = tlim y(t) = oo,

t—00
portanto, (0,0) é instavel.

ii. Ay < A1 <0. Entao

lim z(t) = lim (A e™M 4 A) =0 = tlim y(t) = lim e*?(Be™ 22 By),

t—o0 t—o0 t—o0

portanto, (0,0) é assintoticamente estével.
O ponto de equilibrio, em ambos os casos, ¢ denominado né ou nddulo.

(b) A1 e Ag tém sinais opostos; isto é,
)\2<0<)\1 ou )\1<0<)\2.

Tomando a expressao geral (2.8) da solucao do sistema (2.7), observamos que para
alguns valores das constantes Ay, By e Ay, By, é possivel que z(t) — 0 e y(t) — 0
quando ¢ — oo, enquanto que com outros valores destas constantes x(t) ou y(t) se
tornam ilimitados. Neste caso, o ponto de equilibrio é denominado ponto de sela

(equilibrio instavel).
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2. Raizes \ e Ay reais e iguais (A = 0).

Neste caso, a solucao geral de (2.7) é dada por

z(t) = (A; + Agt)e™, y(t) = (By + Bot)eM.

Sep>0,A=(a+d)/2 >0 e, portanto, a direcao do movimento em todas as érbitas

se afastard do ponto critico (0,0), que serd instével.

Sep <0, A= (a+d)/2 < 0. Neste caso, independentemente dos valores das constantes
Ay, Ay, By e By, a diregdo do movimento se aproximara do ponto de equilibrio (0, 0)

que sera assintoticamente estavel.

3. Raizes A\; e Ay complexas conjugadas (A < 0).

As raizes do polinomio caracteristico p(A\) = A\? — (a + d)\ + (ad — bc) sao
M=a+0t e =a—/[i
e a solugao geral de (2.7) tem a forma
2(t) = (A} cos(Bt) + Aysin(Bt)), y(t) = e (B cos(Bt) + By sin(5t)),

onde somente duas das constantes Ay, Ay, By e By sao independentes. Como as partes
trigonométricas de z(t) e y(t) sdo limitadas, a natureza do ponto critico (0,0) é deter-

minada pelo sinal da parte real das raizes

o = —_=

(a+d) p
2 2

Se av < 0, entao o movimento de todas as trajetérias é em direcao ao ponto critico

(estabilidade assintdtica) e, se @ > 0, acontece o contrério (instabilidade).

Se a =0, \; = ft e \y = —f3i, entao o movimento ¢é periddico no tempo e as érbitas do
sistema sao curvas fechadas contendo em seu interior o ponto critico estavel (0,0) que,

neste caso, é denominado centro.
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Tabela 2.1: Estabilidade: Propriedade do Sistema Linear & = Az com det(A—\) =0 e det(A) #0

Autovalores Tipo do Ponto Critico Estabilidade

A > A >0 N6 Instavel

A< A<O0 Né Assintoticamente estavel
Ao <0< N\ Ponto de Sela Instavel

AL =X >0 N6 Proprio ou N6 Impréprio  Instavel

Al =X <0 N6 Préprio ou N6 Impréprio  Assintoticamente estavel
)\1, )\2 =a+ Zﬂ

a>0 Ponto Estavel Instavel

a<0 Ponto Estavel Assintoticamente estavel
A =10,y = —if3 Centro Estavel

Proposicao 2.1. Sejam © = Ax um sistema de equagoes de ordem um, p o polinomio
caracteristico associado a matriz Aoy € 7 = a+ i uma de suas raizes. O ponto de equilibrio
deste sistema € instdvel se, e somente se, o coeficiente da parte linear do polinomio p for

menor que (.

Demonstracao: Como r = a + i e o grau de p é dois, entao sua outra raiz é ¥ = o — [31.

Assim
(x=7)(z—-7)=0 = :172—2ax+(a2+62) =0,

ou seja, p(r) = 2% — 2ax + (a® + 5%). Logo, pela Tabela 2.1, o ponto de equilibrio é inst4vel
se, e somente se,

a>0e —2a < 0.

O

Vamos retornar ao sistema (2.3). Suponhamos que (zg,%o) seja um ponto critico
isolado. Considerando as fungoes f(z,y) e g(x,y) continuas com derivadas de primeira ordem

também continuas numa vizinhanga de (xg, 3o), podemos expandi-las pela Férmula de Taylor
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e reescreveremos o sistema (2.3) na forma

dx 0 0
P (z,y) = f(wo,90) + a—i(xoa Yo) (@ — o) + 8—5(%7%)@ — o) + m(,y) 29)
2.9
d 0 0
d_?i = g(x,y) = g(wo, Yo) + 8—i($07 Yo) (@ — o) + 8_3(%’ Y0) (Y — Yo) + m2(2,y),
onde
lim ni(z,y) =0, i=12 (2.10)
(@)= (zo.90) \/(x — 20)2 + (y — Yo)?
Notemos que se f(xo,v0) = g(zo,y0) = 0 dr = d(x — z0) dy _ M. Isto

) —, € -
dt dt dt dt
nos sugere que o comportamento das 6rbitas numa vizinhanga do ponto de equilibrio (x, yo)

seja determinado pela parte linear do sistema linearizado

dx

s f(z,y) T — T m(z,y)
= = J(20, yo) + ) (2.11)
&y g(x,y) Y — Yo n2(2, )
dt
onde of of
J( ) B %(%JJO) 8_y(x0’y0) (2 12)
Lo, Yo) = 8g 8g .

%(!Eo, yo) a—y(ﬂfo, yo)

¢ a matriz Jacobiana. Notemos que a linearizacao transmite as caracteristicas qualitativas
do retrato de fase de um sistema nao linear para um sistema linear em uma vizinhanca do

ponto de equilibrio.

De maneira geral, dizemos que um sistema autonomo é quase linear, se for da forma

Oall_f = f(z,y) = alz — xo) + by — o) + m(z,y)
‘ (2.13)
d_@; = g(z,y) = c(z — o) + d(y — yo) + ma(=, y),

onde 7y, 19 satisfazem a propriedade (2.10).

Definicao 2.1.3. Um ponto critico é chamado hiperbdlico se a parte real de todos os auto-

valores da matriz Jacobiana (2.12) sao nao nulos. Se a parte real de cada um dos autovalores
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sao iguais a zero, entao o ponto critico € chamado nao-hiperbdlico.

Definigao 2.1.4. Se (xg,40) € um ponto de equilibrio de 2 = f(z), onde f € de classe C',

entdo a equacgdo diferencial linear

2= Df(ro,y0)z

€ chamada de equacdo variacional linear ou linearizagao do campo de vetor f no ponto de

equilibrio (zo,Yyo), onde D f(xo,yo) € a matriz Jacobiana calculada em (xq, o).

Teorema 2.1.1. Seja f uma funcao de classe Ct. Se todos os autovalores da matriz Jaco-
biana D f(xo,y0) tem partes reais negativas, entdo o ponto de equilibrio (zo,yo) da equagdo

diferencial & = f(x) € assintoticamente estdvel.

Demonstracao: A demonstragao encontra-se em [[28], Capitulo 9, Teorema 9.5]. O

Teorema 2.1.2. Seja f uma funcdo de classe Ct. Se pelo menos um dos autovalores da
matriz Jacobiana D f(xo,yo) tem parte real positiva, entdo o ponto de equilibrio (xq,yo) da

equagdo diferencial © = f(x) € instdvel.

Demonstracao: A demonstragao encontra-se em [[28], Capitulo 9, Teorema 9.7]. O

2.1.3 Método de Lyapunov para Sistemas Nao Lineares

O estudo da estabilidade de sistemas autonomos nao lineares de equagoes diferenciais
sem determinar a solucao foi primeiro elaborado por Aleksandr Mikhailovich Lyapunov', e é

conhecido como M¢étodo direto de Lyapunov ou Método sequndo Lyapunov.

Consideremos o sistema autonomo

T = f(x), (2.14)

! Aleksandr M. Lyapunov (1857 - 1918), um estudante de Chebyshev em Sdo Petersburgo, lecionou na
Universidade de Kharkov de 1885 a 1901, quando tornou-se membro da Academia de Ciéncias de Sao Peters-
burgo em Matematica Aplicada. Em 1917 mudou-se para Odessa por causa da satude fragil de sua esposa.
Suas pesquisas em estabilidade cercou-se em Anélise Tedrica e aplicagoes em diversos problemas fisicos. Seu
segundo método fez parte de seu trabalho mais influente, General Problem of Stability of Motion, publicado
em 1892.
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onde f: Q — R" ¢ de classe C! e 2 C R™ é aberto.

A seguir, apresentamos a definigao formal de fungao de Lyapunov.

Definigao 2.1.5. Seja ¢ um ponto de equilibrio de (2.14). Uma fungao V : Q — R" de

classe C* € definida positiva em um aberto Q > ¢ se
(i) V(z) > 0, para todo x # ¢ em §2;

(i) V(c) = 0.

Definigao 2.1.6. Dizemos que V é uma Fung¢do de Lyapunov do sistema (2.14), se V €

definida positiva e satisfaz

V(t) = %V(m(t)) =VV(z)t =VV(x).f(x) <0 emQ,

0 0
onde V ¢ o operador | —, ..., — |.
nde 0 opera ( Py 8%)
Observagao 2.1.1. Para sistemas autonomos (2.14), basta estudarmos a estabilidade das

solugoes de (2.14) com condigao inicial ©(0) = zo. De fato:

(1) se x(t) € solucao de

dz

— = f(z)

dt (2.15)
z(0) = xg

em um intervalo aberto I, 0 € I, entao y(t) = x(t —to) € solugdo de

dy

TRREAL (2.16)
y(to) = o

num intervalo aberto ty+ I, pois

y(to) = x(0) = 2o

y(t) = 2(t —to) = f(x(t —to)) = f(y(t)) parat € to+ 1.
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(ii) se y(t) € solugao de

dy
ar f(y)
y(to) = wo.

num intervalo aberto J, ty € J, entdo x(t) = y(t + ty) € solugdo de

dz
ar (x)
z(0) =z

num intervalo aberto —to + J, pois

z(0) = y(to) = 7o

#(t) =yt +1o) = fly(t +to)) = f(x(t)), para t € —lo+ J.

Isto que acabamos de observar garante que, fizado xo, a imagem de uma solucao de

dx
ar f(z)

I(to) = X

nao depende do dado particular to em R, desta forma, ficam bem definidas as trajetorias.

A seguir, através de fungoes de Lyapunov, vamos estudar a estabilidade da origem

do sistema
dx
=)
dt (2.17)
z(0) = xp.

Teorema 2.1.3. Se existe uma funcdao de Lyapunov V em €1, entao a origem do sistema

(2.17) € estdvel.

Demonstracgao: Seja ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que

B.0] ={z e R"| ||z|]| < e} C Q.
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Seja

m = min V(z) >0

llz||==
que existe, pois V é continua e a esfera S.(0) C €2 é compacta. Mais ainda, m > 0 ja que

V(x) > 0, para todo x € 2 — {0}.

Como V é continua em x =0 e V(0) = 0, existe 0 < § < € tal que
|zo|| < 0 = V(zg) < m.

Por hipétese,

Viot) = (5 vta(e))

<0, vt >0,

s=t

dai segue que a fungao V' é decrescente e, portanto, V(z(t)) < V(xg) < m, Vt > 0. Assim,
V(z(t)) < V(0) =0, Vvt > 0. Logo, 0 < V(x(t)) <0 e, portanto V(z(t)) = 0. Consequente-
mente, x(t) = 0, V¢ > 0. Portanto, x = 0 é solugao de (2.17).

Se para algum t,, z(t,) tocasse na esfera S.(0) teriamos V' (x(t,)) > m, o que contraria

o fato de que V(x(t)) ser decrescente, pois

V(z(ty)) = m > V(xg).

Logo, ||z(t)|| < e, Vt > 0 e, portando, xo = 0 é estavel. O

Teorema 2.1.4. Seja V' uma fungdo de Lyapunov tal que =V (z) = —=VV (x).f(x) é definida

positiva em ). Entdo a origem do sistema (2.17) é assintoticamente estdvel.

Demonstragao: Seja ¢ > 0. Queremos mostrar que z(t) — 0, quando ¢t — oo. Como

V(0) =0 e V é continua, é suficiente mostrar que V(z(t)) — V(0) = 0, quando ¢ — oo.

Pelo teorema anterior, temos que a origem é estavel. Logo V' (z(t)) decresce ao longo

de uma trajetéria do sistema (2.17) para Vy quando t — oco. Agora provaremos que Vy = 0.

Suponhamos, por contradi¢ao, que Vg > 0. Pela continuidade de V', existe 0 < a < ¢

tal que V(x) <V, para todo x € Q, tal que ||z|| < a.



2.2 Aplicagoes diferenciaveis 29

Seja —M = Ir”1a|:|x V(z), o qual existe pois a funcdo continua V() atinge seu valor
a<l||z||<e

méaximo sobre o conjunto compacto {o < ||z| < e}. Como —V > 0, temos —M < 0. Entéo,

t 8V(9§(s))d8 < —Mt.

Via(t) = Viw) = [ G tal)ds <

Consequentemente, quando t — oo, V(z(t)) — —oo. Isto contradiz o fato de V' ser definida
positiva em € e ser igual a Vj quando t — oco. Assim Vj = 0, o que prova que a origem é

assintoticamente estavel. O

Teorema 2.1.5. Seja V : Q — R uma fungio de classe C* com V(0) = 0, e seja V(z) > 0
para todo x, com ||z|| < 8. Se V(x) = VV(x).f(z) € definida positiva em Q, entdo a origem

do sistema (2.17) é instdvel.

Demonstracao: Seja zp um ponto inicial em By da trajetéria do sistema (2.17). Entao

V(xo) > 0. Como V(x) > 0, para todo z € Q\{0}, temos
V(z(t) >m >0, vt >0,

onde m = min V(z). Entao,
0<||z||<é

Consequentemente, quando t — oo, V(x(t)) — +o0o. Portanto, a origem de (2.17) é instédvel.

O

2.2 Aplicacoes diferenciaveis

Os espagos topologicos formam o dominio natural das fung¢oes continuas. Da mesma
forma, as variedades diferenciaveis sao o dominio natural das aplicacoes diferencidveis. Assim,
para compreender melhor a definicao de variedades diferenciaveis, comecaremos recordando
alguns conceitos do calculo diferencial. Os resultados desta secao, poderao ser encontrados

em[ ) Y ) Y ) Y ) ]'
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Nesta secao denotaremos A por um aberto contido em R™.

Definicao 2.2.1. Seja f: A CR" — R™. Dizemos que f € diferencidvel sequndo Fréchet
ou Fréchet-diferencidvel em a € A se existir uma transformacao linear T : R — R™ tal

que
o L f@ 1) = f(a) = T(#) [

= 0. 2.18
h—0 || h ||Rn ( )

Neste caso, T = Df(a) é chamada de derivada de f em a € A.

Proposicao 2.2. Se f : A C R* — R™ € diferencidvel em a, entao existe uma unica

transformacao linear T : R" — R™ satisfazendo (2.18).

Proposigao 2.3. Seja f : A C R" — R™. Entao f ¢ diferencidvel em a se, e somente se,

existe uma unica T : R™ — R™ linear tal que
fla+h)—=f(a) =T(h)+r(h),

onde
. r(h)
lim —= =
h=0 || A ||

Teorema 2.2.1 (Regra da Cadeia). Sejam f: U CR" — RP, g: V C R?» — R™, U,V

0. (2.19)

abertos e f(U) C V. Se f € diferencidvel em a € U e g € diferencidvel em b = f(a) € V,

entao go f: A CR" — RP € diferencidvel a € U e

D(go f)(a) = Dg(f(a))Df(a).

Corolario 2.2.1.1. Se f e g sao ambas de classe C", entao go f é de classe C".

Corolario 2.2.1.2. Se f : U — R é diferencidqvel emp € U e a: (—1,1) — U € uma curva
d
tal que a(0) = p e &/(0) = v, entdo f o« € uma curva diferencidvel em 0 e %(f oa)(0) =

Df(p)v.

2.2.1 Derivadas Parciais e Direcionais

Nesta secao, nos dedicaremos as derivadas parciais e direcionais de uma funcao f :

U C R" — R™ e as suas principais propriedades, bem como suas relagoes com a derivada de
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f. A principio consideraremos m = 1.

Seja f: U C R" — R uma fungao definida em um aberto U C R". Para cada a € U

e 0 # v € R" consideremos a reta que passa por a e com v, isto é,
r:={zx e Rz =a+tv}.

Seja
a:R — R”
t — at)=a+ty,

onde a é uma parametrizagao de r. Como U é aberto em R, existe 6 > 0 tal que Bs(a) C U.
Logo,

[t < 7 = lla(t) —all = lla + tv —al| = [t]][v]| < 7—Ilv]| = 6,
[v o]

4] )
|
ou seja,
[t| < eg:= ﬁ = «a(t) € Bs(a) C U.
Assim, a aplicagao
foa:(—eye) — R

t = (foa)(t) = fla+tv)

estd bem definida.

Definigao 2.2.2. Sejam U C R" aberto,a € U, f: U CR" — R e 0 # v € R". A derivada

direcional de f em a € U na direcao de v € definida por

of . flattr)—fla) _d
L (a) = lim = S(foa)|

t—0 t

quando o limite acima existir.

Observacao 2.2.1. A existéncia das derivadas direcionais de f em a € U ndo implica em

sua continuidade, e portanto, nao implica na diferenciabilidade de f em a € U. Por exemplo,



2.2 Aplicagoes diferenciaveis 32

basta considerar f : R> — R definida por

%y

fla,y) =4 o +y2 e (z,y) # (0,0);
0, se (z,y) = (0,0).

Definigao 2.2.3. Sejam U C R™ aberto, a € U, B = {ey,...,e,} a base de vetores do R™ e

f:UCR" — R. A derivada parcial de f em a € definida como sendo

of .\ _ d
azi (a) - aei (50 ¢ %(fo()é) )

quando o limite existir.

Observagao 2.2.2. A existéncia de todas as derivadas parciais de f em a € U nao implica
em sua continuidade, e portanto, nao implica na diferenciabilidade de f em a € U. Por

exemplo, basta considerar f : R? — R definida por

fla,y) = ﬁyy? se (x,y) # (0,0);
) 0, se (z,y) = (0,0).

Definigao 2.2.4. Sejam U C R" aberto, a € U, f: U CR" — R e 0 # v € R". Dizemos

0
que f € Gateauz-diferencidvel em a € U se —f(a) existe, para todo 0 # v € R™.

v
Teorema 2.2.2. Sejam U C R" aberto, a € U e f : U C R* — R. Se f € Fréchet-

diferencidvel em a € U, entao f € Gateaux-diferencidvel em a € U. Ainda mais,

of
(@) = Df(a))

para todo v € R" e

Agora vamos considerar m > 1.

Definicao 2.2.5. Sejam U C R" aberto, a €¢ U, f : U CR* — R™ e 0 # v € R". A

2(R™)* é o espaco dual do R™
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derivada direcional de f em a € U na diregao de v € R™ € o vetor

f () — i L0 00) — f (@)

% t—0 t

cR™,

quando o limite existir. Parai=1,2,....,n, se v =¢; € 0 i-ésimo vetor da base canonica de

R™, entdo o vetor, quando existir,

Dif(@) = L (a) = L (a) = iy 0D = S0

ox; (a) de; t—0 t

€ denominado de i-ésima derivada parcial de f no ponto a € U.

Teorema 2.2.3. Sejam U C R" aberto, a € U e f : U C R" — R™. Se f € diferencidvel

0
em a € U, entdo —f(a) existe, para todo vetor v € R", e

v

%(a) = Df(a). (2.20)

Ainda mais,

Df(a) : R* — R™
h

df1 U1

0—:)31(a) B (a) .

v +— Df(a)v = : K : ?
Ofn Ofn

0—:)31(a) B (a) B

nx1

~ . , , .0
Definicao 2.2.6. Dizemos que f é de classe C' em U se todas as derivadas parciais 8f (x)
£y
sao continuas em x € U. Procedendo intuitivamente em r € N, f € de classe C" quando
todas as derivadas parciais de f sao de classe C"~' em U. Quando f € de classe C", para

todo r € N, dizemos que f € de classe C*.

Definigao 2.2.7. Dados os conjuntos U C R™ e V' C R", um homeomorfismo entre U e V é
uma bijecao f: U — V, cuja inversa f=1:V — U também é continua. Neste caso, dizemos

que U e V' sao homeomorfos.

Definigao 2.2.8. Uma aplicagao de classe C", r > 1, f: U — V = f(U) entre abertos U, V
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de R™ € chamada de difeomorfismo de classe C" se f possui inversa f=':V — U de classe

C". Em particular, um difeomorfismo ¢ um homeomorfismo.

Definigao 2.2.9. Seja f: W — R™, W C R™ aberto. Dizemos que f é um difeomorfismo
local de classe C" quando, para todo p € W, existe uma vizinhanca U C W de p, tal que
fio : U = f(U) CR™ € um difeomorfismo de classe C".

Teorema 2.2.4 (Funcao Inversa). Seja f : U C R™ — R™ de classe C", r > 1. Se

Df(p) : R™ — R™ € um isomorfismo, entao f € um difeomorfismo local de classe C" em
peU e(Df(p)~ =Df(f(p))

Teorema 2.2.5 (Fungao Implicita). Seja f: U C R™ x R™ — R™ uma func¢do de classe C",
r > 1, definida no aberto U C R™ x R™ = R"™. Se (a,b) € U € tal que

fla,b) =0

[

det(?fi(a,b)) #0 (D2f(a,b) € Li(R™,R™)),

entao

(i) existem abertos Uy C R" x R™ e V' C R" tais que (a,b) € U, a € V e para

cada x € V, existe um unico y = g(x) € R™ satisfazendo
(l’,y) EUYO € f(x>y):0
(ii) A aplicagio g - V — R™ definida no item anterior é uma aplicagdo de classe
C" no aberto V tal que
g(a) =b;
flz,g(x)) =0, Vo e V;
Dg(a) = _(D2f(aa b))_lle(aa b)

2.2.2 Imersoes e submersoes

Definicao 2.2.10. Seja U um aberto de R™™™. Uma aplicacdo diferencidvel f : U — R"

¢ chamada de submersdo se, para todo x € U, a derivada Df(x) : R™" — R" ¢ uma
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transformacao linear sobrejetora.

Exemplo 2.2.1. A projecao

T:R"xR* — R™

(z,y) — 7(x,y) =2
é uma submersao.

Definigao 2.2.11. Seja U C R™ aberto. Uma aplica¢ao diferencidvel f : U — R™T" ¢
chamada de imersao se, para todo x € U, a derivada D f(x) : R™ — R™™ ¢ uma transfor-

magao linear injetora.

Teorema 2.2.6 (Forma local das submersoes). Sejam U C R™™ um aberto e f : U — R"
uma fungdo de classe C* (k > 1). Suponhamos que, para algum p € U, Df(p) : R™" — R" ¢
sobrejetora. Dada qualquer decomposicao em soma direta R™™ = E®F, (com p = (p1,p2))
tal que Oof (p1) = Df(p1)|lr : F — R™ é isomorfismo, entao existe um difeomorfismo h :
V x W — Z, de classe C*, tal que f o h(z,w) = w, para todo (x,w) € V x W, onde V > p;
¢ aberto em E, W 3 f(p) € aberto em R™ e Z 3 p € aberto R™™ (Z C U).

Exemplo 2.2.2. Podemos ver facilmente que a aplicacao inclusao

i:R™ — R™xR"=R"™M"

z — i(r) = (z,0)
é uma 1mersao.

Definicao 2.2.12. Seja U C R"™ um aberto. Uma imersdo de classe C*, ¢ : U — R" € dita

um mergulho de classe C* de U em R", quando v é um homeomorfismo de U sobre 1(U).

Teorema 2.2.7 (Forma local das imersoes). Sejam U C R™ um aberto e f : U — R™" de
classe C¥ (k > 1). Suponhamos que exista p € U tal que Df(p) : R™ — R"™ ¢ injetiva.
Entdo existe um difeomorfismo de classe C*, h : Z — V x W, de uma vizinhanca Z de f(p)
sobre um aberto Vx W CR" xR (peV, 0 e W, f(V) C Z) tal que ho f(z) = (z,0) para

cada x € V.
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2.3 Variedades Diferenciaveis

Definicao 2.3.1. Um espaco localmente Fuclidiano de dimensao m € um espaco topologico
de Hausdorff M tal que em cada ponto existe uma vizinhanca homeomorfa a um subconjunto
aberto do espaco Fuclidiano R™. Se ¢ é um homeomorfismo de um conjunto aberto conezxo
U C M sobre um subconjunto de R™, ¢ é chamada de aplicacio coordenada, as funcoes
i = mi(p) sao chamadas de fungdes coordenadas, e o par (U,¢) € chamado de sistema de

coordenadas ou carta local. A uniao de todas as cartas locais é chamada de atlas de M.

Definigao 2.3.2. Uma estrutura diferencidvel .F de classe C* (1 < k < 00) em um espago
localmente Euclidiano M € uma colegao de sistemas de coordenadas {(Uy, pa) @ o € A}

satisfazendo as sequintes propriedades:

1. UUa:M.

acel
2. a0 @51 ¢ C*, para todo o, 3 € A.

3. A colegio F € mazimal com respeito a 2; isto é, se (U,p) é um sistema

1

de coordenadas tal que ¢ o o' e ¢t o ¢ sio C*, para todo o € A, entio

(U, o) € F.

Definicao 2.3.3. Dizemos que um espago topologico X tem uma base enumerdvel em x, se
existe uma colegao enumerdvel B de vizinhancas de z, tal que cada vizinhanca de © contém
pelo menos um elemento de 8. Um espaco que tem uma base enumerdvel para cada um
de seus pontos € dito satisfazer o primeiro axioma da enumerabilidade ou € dito primeiro

enumeravel.

Definicao 2.3.4. Se um espaco topologico X tem uma base enumerdvel para sua topologia,

entdo dizemos que X satisfaz o sequndo axioma da enumerabilidade ou € sequndo enumerduvel.

Exemplo 2.3.1. A reta R tem uma base enumerdvel - a colecao de todos os intervalos abertos

(a,b) com a,b € Q € base enumerdvel.

Definicao 2.3.5. Uma variedade diferencidvel de dimensao m e de classe C* é um par
(M, F) consistindo de um espago localmente Euclidiano M, sequndo enumerdvel de dimensao

m com uma estrutura .F de classe CF.
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De agora em diante, M™ e N" denotarao uma variedade diferenciavel de dimensao

m e n, respectivamente.

Definicao 2.3.6. Seja U C M aberto. Dizemos que f : U — R € uma funcdo de classe C*
em U (denotada por f € C*(U)) se fop™ éC> para cada aplicacio coordenada ¢ em M.
Uma aplicagao continua i : M — N € diferencidvel de classe C* (denotada 1 € C*°(M, N)
ou simplesmente 1 € C*®) se gop € uma fungao C*° em =1 (dominio de g) para toda funcao

g de classe C* definida em conjuntos abertos em N.

Equivalentemente, uma aplicacdo continua 1) é C*™ se, e somente se, ¢ o1 o 7L é

C*, para cada aplicagao coordenada 7 em M e ¢ em N.

2.3.1 Vetores tangentes e diferenciais

O vetor v = (vy, ..., V) em um ponto p no espaco Euclidiano R™ pode ser pensado
como um operador em funcgoes diferenciaveis. Especificamente, se f é diferenciavel em uma
vizinhanga de p, entdo v determina para f um nimero real v(f) que é a derivada direcional

de f em p na diregao v. Isto é,

0
o(f) = o

of

— Vf(p)wv. (2.21)

p

p

Esta operacao do vetor v em funcoes diferenciaveis satisfaz as seguintes propriedades impor-

tantes:

o(f+Ag) = v(f)+Iv(g) (2.22)
v(f.g) = fp)vlg) +gp)v(f), (2.23)

onde f e g sao fungoes diferencidveis em uma vizinhanca de pe A € R. A primeira propriedade

nos diz que v comporta-se linearmente em funcoes, e a segunda que v é uma derivacao.

Definicao 2.3.7. Sejam p € M, f : U — R e g : V — R funcoes diferencidveis com U
e V abertos contendo p. Dizemos que f e g definem o mesmo germe em p, se existe um

aberto W C U NV contendo p, tal que f,, = gy, . Isto introduz uma relagao de equivaléncia
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em fungoes C* definidas nas vizinhancas de p, ou seja, duas funcoes serao equivalentes se,
e somente se, definirem o mesmo germe em p. As classes de equivaléncia sao chamadas
germes, e denotaremos os conjunto dos germes em p por §(p). Se f € uma fungio C*™ em
uma vizinhanca de p, entao f denotard seu germe. A operacao de adigcao, multiplicacao por

escalar e multiplicagdo de fungoes induz em §(p) a estrutura de uma dlgebra sobre R.

Definicao 2.3.8. Um vetor tangente v em um ponto p € M € dito uma derivacao linear da

dlgebra §(p). Isto €, para toda f, g€ F(p) e A € R,

v(f+2Ag) = o(f) + (g) (2.24)

v(f.g) = f(p)v(g) +glp)o(f). (2.25)

T,(M) denota o conjunto de todos os vetores tangentes a M em p e, é chamado espago

tangente a M em p. Observe que se definimos (v + w)(f) e (Av)(f) por

(v+w)(f) = o(f) +w(f) (2.26)
(M) (f) = A(v(f)) (2.27)

sempre que v,w € T,(M) e A € R, entdo v + w e \v sdo ainda vetores tangentes em p.

Consequentemente, T,(M) serd um espago vetorial real.

Observacgao 2.3.1. Se ¢ ¢ um germe de uma funcao de valor constante ¢ numa vizinhanca
de m e se v é um vetor tangente, entio v(c) = 0, pois v(c) = cv(1l) e v(1) = v(1.1) =

1lv(1) +v(c)l = 2v(1), ou seja, v(1) = 0.

Na pratica, trataremos os vetores com a operagao sobre fungoes ao invés de seus
germes. Se f ¢ uma funcao diferencidvel definida em uma vizinhanca de p, e v € T,(M),

definimos

u(f) = v(f). (2.28)
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Entao v(f) = v(g) sempre que f e g coincidirem em uma vizinhanga de p e, claramente

u(f+Xg) = o(f)+I(g) (AeR), (2.29)
u(f.9) = flp)v(g) +g(p)u(f), (2.30)
onde f 4+ Ag e f.g estao definidas na intersec¢ao dos dominios da definicao de f e g.

Definigao 2.3.9. Seja M uma variedade diferencidvel e p € M. Sejam (U, p) um sistema de

coordenadas com fungoes coordenadas xy, ..., Ty, ep € U. Para cadai € {1,...,m}, definimos

8@-

0
o vetor tangente (
p

) € T,(M) como sendo

0
&m

para cada funcgdao f de classe C*° em uma vizinhanga de p, onde m;(x1, ..., Tjy .oy Tpy) = T, (1 =

) (f) = o og™) (2.31)

or; @(p)
1,...,m). Interpretamos (2.31) como a derivada direcional de f em p na dire¢ao coordenada

_<8
p 8@

Definicao 2.3.10. Sejam ¢ : M — N de classe C*® ep € M. A diferencial de v em p € a

x;. Também usamos a notacao

of
8@-

) (f)- (2.32)

aplicacao linear
dp: T,(M) — Typ)(N)

(2.33)
v dy(v),

onde dip(v) € o vetor tangente em 1 (p).

A seguir, descrevemos como esta aplicagao opera em funcoes. Seja g uma funcao C*

em uma vizinhanga de v (p). Definamos

dip(v)(g) = v(g o ¥). (2.34)

E facil ver que dy : T, »(M) — Typ)(IN) é uma aplicagao linear. A aplicacdo 1 é chamada
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nao-singular em p, se di, é nao singular, isto é, o nicleo de (2.33) consiste apenas de 0.
2.3.2 Fibrado Tangente
Seja M uma variedade C* com a estrutura diferenciavel .%. Seja

T(M) = | J T,(M). (2.35)

peEM

Existe uma projecao natural, a saber,

7 T(M) — M
v o= w(v)=p; vel,(M).

(2.36)

Observacgao 2.3.2. Podemos escrever os elementos de T'(M) como pares (p,v) € M xT,(M).

Seja (U, ¢) € F com fungoes coordenadas 1, ..., Z,,. Defina

p:ml(U) — R
v o= @) = (x1(m(v)), ..., T (7(V)), dz1 (V), ..., d2, (V)),

(2.37)

para todo v € 7~ 1(U). Notemos que ¢ é uma aplicacao injetora sobre subconjuntos abertos

de R?™. O préximo passo é construir uma topologia e uma estrutura diferencidvel em T'(M).

1. Se (U, ), (V,4) € Z, entdo o g~ é C*.
2. A colecao {¢g7 (W) : W aberto em R?*™ (U, ) € F} forma uma base para

uma topologia em T'(M) que torna T'(M) um espaco localmente Euclidiano,

segundo enumeravel e 2m-dimensional.

3. Seja .# uma colecao maximal, com respeito a 2, contendo

{#7H(U),9) : (U,p) € 7}.

Entao .# ¢é uma estrutura diferencidvel em 7'(M).
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T(M) com esta estrutura diferencidvel .% é chamado fibrado tangente.
2.3.3 Imersoes e Subvariedades
Definicao 2.3.11. Seja ¢ : M — N uma aplicagao de classe C*.

(a) ¥ € uma imersao, se dib,, € nao-singular para cada m € M.
(b) O par (M,) € uma subvariedade de N, se ¢ € uma imersao injetora.

(c) ¥ € um mergulho, se ¥ é uma imersao e um homeomorfismo; isto €, V¥ €

aberta como uma aplicagao em (M) com a topologia relativa.
(d) v € um difeomorfismo, se v € injetora e =1 € C*>

Proposigao 2.4 (Forma local das imersdes em variedades). Sejam f : M — N de classe C¥,
k>1epe M, tal que Df(p) : Ty,M — Ty N € injetora. Entdo, existem um sistema de
coordenadas x : U — R™ em M, comp € U, e um difeomorfismo de classe C*, y: V — R™ x
R™™ ondeV C N aberto, tais que f(U) CV eyofox™t:2(U) — z(U)x {0} C R xR*™
¢ a aplicagdo inclusdo, isto €, yo fox t(w) = (w,0). Em particular, o conjunto dos pontos

p € M de f tais que Df(p) : T,M — Ty N € injetora € aberto em M.
2.3.4 Submersoes e Transversalidade

Definicao 2.3.12. Seja f : M — N uma aplicacio de classe C*¥, k > 1. Um ponto ¢ =
f(p) € N € dito valor regular de f se, para cadap € f~*(c), a derivada D f(p) : T,M — T.N

¢ sobrejetora.

Proposicao 2.5. Seja ¢ € N um valor reqular de uma aplicagao f : M™ — N" de classe
C*, k> 1. Entdo, ou f~1(c) € vazio ou f~1(c) é uma variedade (m — n)-dimensional de M

de classe C*. O espago tangente a f~*(c) em um ponto p é o nicleo de Df(p) : T,M — T,N.

Demonstracao: Veja [15]. O

Proposicao 2.6 (Forma local das submersées em variedades). Seja f : M — N uma apli-

cagio de classe C*, k > 1. Suponhamos que no ponto p € M a derivada Df(p) : T,M —
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Ty N seja sobrejetora. Entao existem um sistema de coordenadas locaisy : V — R" em N,
com f(p) € V, e um mergulho de classe C¥, x : U — R" x R™™" (& serd um sistema de coorde-
nadas locais em M se M € C*) tais que x(U) =W x Z, f(U) CV eyofoxr™ : WxZ — R"
¢ da forma yo fox Y (w,z) =w. Em particular, o conjunto X dos pontos p € M em que a

derivada de f € sobrejetora € aberto e f, € uma aplicagdo aberta.
Demonstracao: Veja [15]. O

Definicao 2.3.13. Dizemos que uma aplicacao diferencidvel f : M — N € uma submersao,

se todo ¢ € N for valor reqular de f.

Observacao 2.3.3. A definicao acima € equivalente a dizer que, para todo ponto p =

f~Y(c) € M, a derivada Df(p) : T,M — T.N € sobrejetora.

Definicao 2.3.14. Sejam f : M — N uma aplicacdo de classe C¥ e S* C N™ uma subvari-
edade de classe C* e dimensdo s < n. Dizemos que f é transversal a S no ponto p € f'(S)

quando

f/(p).TpM + Tf(p)S = Tf(p)CN,

ou seja, quando a imagem de f'(p) junto com o espago tangente a S em f(p) = ¢, gerarem

Tf(p)N'

Dizemos que f € transversal a S se, f é transversal a S em p, para todo p € f~1(.9).

Veja Figura 2.1.

M

Figura 2.1: f transversal a S



2.3 Variedades Diferencidveis 43

Exemplo 2.3.2. Seja S = {c}, f: M — N € transversal a S se, e somente se, ¢ € valor
reqular. De fato, se

S={c} =T.5=0=Imf'(p) = T.N.

Desta forma, f'(p) € sobrejetora e, portanto, ¢ é valor reqular. Reciprocamente, se ¢ é uma
valor regular de f, entdo p € f~1(c) e Df(p) € sobrejetora. Logo, ImD f(p) = T.N, ou seja,
ImDf(p) +0=T.N. Portanto, f € transversal a S.

Figura 2.2:

Definicao 2.3.15. Se duas subvariedades N,S C M sao tais que T,N +T,5 = T,M em
todo pontop € NNS, dizemos que N e S estdao em posicao geral, ou que se cortam transver-

salmente.

Em particular, se M?, N?> C R? sao
superficies de classe C*, tais que, em cada

ponto p € M NN os planos tangentes T, M e

T,N sao distintos, entao M NN € uma curva

de classe CF em R3.

Outro caso especial ocorre quando s
N™,Sm™ C M™ sao tais que T,N + 1,5 =

T,M,Vp e NNS. Entao, N NS é uma vari-

. - . . Figura 2.3:
edade de dimensao 0, ou seja, é um conjunto &
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discreto de pontos em M.

Exemplo 2.3.3. Consideremos f : R — R? definida por f(t) = (0,t) e S o eizo x em
R2. Neste caso temos uma transversalidade. Porém, considerando g : R — R? definida por

g(t) = (t,1%) e S 0 eiro x em R?, vemos que isto ndo ocorre.

2.3.5 Folheagoes

Uma folheagdo de dimensao n de uma variedade diferenciavel M™ (m > n) é, a
grosso modo, uma decomposi¢ao de M em subvariedades conexas de dimensao n chamadas
de folhas, as quais se aglomeram localmente como subconjuntos de R™ = R"™ x R™™" com a

segunda coordenada constante.

O exemplo mais elementar de folheagao de dimensao n de R™ = R" x R™™" é onde

as folhas sdo os n-planos da forma R™ x {c}, com ¢ € R™™".

Os difeomorfismos locais h : U C R™ — V C R™ que preservam as folhas desta
folheagao sao aqueles que, para cada ¢ € R™™™ com U N (R x {c}) # 0, satisfazem h(U N

(R* x{c})) =V N(R" x{c}), ¢ € R™"". Estes difeomorfismos tém a seguinte expressao:

W, y) = (hn(z,y), ha(y)), (z,y) € R" x R™™. (2.38)

Definicao 2.3.16. Seja M uma variedade de dimensao m e classe C*°. Uma folheagao de
classe C" e de dimensao n de M, é um atlas mdximo F de classe C" em M com as sequintes

propriedades:

o Se (U,p) € F, entao p(U) = Uy x Uy C R"xR™ ", onde Uy e Uy sao discos
abertos de R™ e R™™™, respectivamente.

o Se (U,p),(V,Y) € F sao tais que UNV # 0, entdo a mudanga de co-
ordenadas ¥ o ™1 (U NV) — (U NV) é da forma oo (z,y) =
(ha (2, y), ha(y))-

Dizemos também que M ¢é folheada por F, ou ainda, que F é uma estrutura folheada de

dimensao n e classe C" sobre M.



CAPITULO 3

Bifurcacao Zip

3.1 Introducao

Neste capitulo, nos dedicaremos ao Principio da Exclusao do Competidor no caso
em que duas espécies de predadores competem por um tnico recurso de regeneragao. Con-

sideremos o seguinte modelo

(. mlxlS mngS
S=~v5(1-S/K)— —
75 /1K) ap+S ax+S
. mllL'lS
= —d 1
1 a1+5 10 (3 )
Ty = maT25 — doz
\ 2 — as —I—S 242,

onde x1, 9 e S denotam o tamanho das populagoes de duas espécies de predadores e da inica

espécie de presas, respectivamente; o crescimento logistico da presa é assumido quando os

predadores nao estao presentes; a taxa com que o predador x; captura a presa S é representada

%; a resposta funcional de predadores estd de acordo com a cinética de
i

Michael-Mental; v > 0 ¢é a taxa de crescimento intrinseca da presa; K > 0 é a capacidade

pelo termo

ambiental de sustentacao em relacao a presa; m; > 0, d; > 0, a; > 0 sao a taxa maxima
de natalidade, a taxa de mortalidade e a “constante de semissaturacao”, respectivamente do
i-ésimo predador (¢ = 1,2); e o ponto “ * ” significa diferenciagdo em relagao ao tempo ¢t. O
termo “constante de semissaturacao” significa que para S = a; o valor da resposta funcional

do i-ésimo predador é igual a m;/2, ou seja, a metade da taxa maxima de natalidade.



3.1 Introdugao 46

O modelo (3.1) originou-se a partir de modelos do tipo chemostat, aparelho usado
em laboratério para a produgao de microorganismos. No modelo (3.1), a presa serd um
nutriente proporcionado aos dois predadores a uma taxa constante, e tais nutrientes estao se

regenerando de acordo com a equacao diferencial logistica na auséncia da predacao.

As constantes
a;d;

A=

i=1,2 (3.2)

sao introduzidas tendo o seguinte significado: x; é crescente se, e somente se, S > \;, desde
que z; é positivo (o lado direito da segunda ou terceira equacao de (3.1) torna-se zero em

S = \;). De fato, x; é crescente se, e somente se,

dt CI,Z—FS

>0&
CI,Z—FS

~~~

>0
desde que m; > d;; o que ja esperado.

Hsu, Hubbel e Waltman [5, (] mostraram que as solugoes de (3.1) correspondentes
aos valores iniciais positivos sdo limitadas e permanecem no octante positivo (Lema A.0.1),
e que a i-ésima espécie de predador pode sobreviver se, e somente se, 0 < \; < K (Lema
A.0.2), esta tltima condigao implica que m; > d;. Eles estudaram o caso genérico \; #
Xo.  Experiéncias computacionais publicadas por Koch [7] e Hsu, Hubbel e Waltman [(]
mostraram que para alguns valores dos parametros, as solugoes peridédicas podem estar no
octante positivo significando que a coexisténcia é possivel. Smith [9] provou (usando teoria de
bifurcagao) que no caso 0 < A; < Ay existem solugoes periddicas estaveis no octante positivo

para [\ — \o| e K — (a1 + 2);) positivos e suficientemente pequenos.

Wilken [11] tratou o caso \; = Ay = A\. Ele afirma que, no caso a; = ay = a: se
K < a+ 2\, os pontos de equilibrio sobre um segmento de reta sao estaveis; e se K > a+ 2\
entao “todas as trés espécies sobrevivem em permanente ciclo”. Ele também demonstrou que,
no caso a; > as: se K > a; + 2\, x9 vai para zero, e S e x; sobrevivem em permanente
ciclo; se K = a; + a\, xo vai para zero, e S e x; tendem para um ponto de equilibrio; e se

K < a1 + 2)\ entao todas as trés espécies sobrevivem e a solucao tende a algum ponto do
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segmento de reta do equilibrio. Ele deixa em aberto o caso em que todos os pontos neste

segmento de reta sao pontos do conjunto w-limite de alguma solugao ou nao.

Primeiramente, notemos que o sistema (3.1) é “bem comportado” no sentido de que
o modelo nunca produzira valores negativos de S, x; ou x5, desde que os valores iniciais de

S, x1 e xo sejam nao negativos. Esta é a primeira exigéncia de um modelo realista.

Em segundo lugar, estabeleceremos uma taxa minima da populacao de presa que
pode suportar um dado predador, até na auséncia de competicao. Para o i-ésimo predador,
seja \; = %, onde r; = m; — d;, a taxa de crescimento intrinseca do predador. Notaremos

i
também que os predadores desaparecerao se m; < d;. Obviamente, se a taxa de maxima
de natalidade do predador é menor ou igual que sua taxa de mortalidade, a quantidade de

presas nao sustentard o predador. Assim, como esperamos, se A > K e/ou se m < d ambos

predadores, x; e x5 desaparecerao e S aproximar-se-a de K.

O parametro \; também é importante para outras andlises, pois seu valor relativo
para as duas espécies de predadores determina qual espécie sobrevivera e qual nao sobre-
vivera. Notemos que ); tem unidades de densidade de presas (as unidades da constante de
semissaturagao a;) pois a unidade de d; e r; se cancelam. Ainda, b; = m;/d; > 1, a razao das

taxas de natalidade maxima e de mortalidade do i-ésimo predador, também é importante.

Neste trabalho, trataremos o caso A = A\; = Ay. Pretendemos estudar as propriedades
qualitativas do problema (3.1). Ainda que este caso nao seja estruturalmente estivel, os
fenomenos sao interessantes e nos ajudam a compreender a dependéncia dos resultados de
competicao nos parametros. Na Secao 3.3, apresentaremos os resultados para o caso a; =
as = a. Na Secao 3.4, estudaremos o caso a; > as e no Apéndice A exibimos as demonstracoes

dos resultados utilizados durante o decorrer do nosso trabalho.
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3.2 Resultados no caso em que A\ = \y =\

Denotaremos por

onde ; é a taxa maxima de crescimento do i-ésimo predador. De posse destas constantes,

escrevemos

a;d; a;d; a;

- - - )
m; — d; Bi bi—1

(i=1,2). (3.3)

Notemos que para a sobrevivéncia de um i-ésimo predador basta que A\; > 0 seja pequeno.
Isto significa que estas espécies ja comecam a crescer para uma quantidade S = \; pequena
de presas. A constante \; é pequena se a constante de semissaturacao a; e a taxa de morte

d; sao pequenas e b; grande. Nesse trabalho, assumiremos que
O<)\:)\1:)\2<K. (34)

Isto implica que §; > 0 e b; > 1, (i = 1,2). Observemos que

CLi+S CLi—i‘S CLi+S
S—A
= ﬂz%m

Em vista de (3.4), o sistema (3.1) assume a seguinte forma

(. mlatlS mngS
= 1 — K) — —
S 75( S/ ) a; + S as + S’
: S—A
T = (i1 a+S (3-5)
\ 1:2 - 621:2&2—7—5.

Os pontos de equilibrio de (3.5) sao (0,0,0), (K,0,0) e os pontos que estao sobre o
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segmento de reta no octante positivo do espaco S, 1, x9

= A
L= R3:.S = > > myxy MaXg 1_ . .
{(S,[L’l,l’g)e S=X\x;>0,2>0, o )\+a2 = (3.6)

Os pontos satisfazendo (3.6) serao denotados por (A, {1, &) € L (Fig. 3.1). Os pontos

finais de L, isto é, o equilibrio em x; = 0 e x5 = 0, respectivamente, sao

MK — A
Pr=()6,0) = (A, T+ A >,0)
le
(0 + MK ~ ) 0
y(az + -
P, = ()0 =0 .
2 ( ) 762) ( s Yy mgK )
T2
L
_______ P
Figura 3.1: Equilibrio de (3.5).
Os pontos de equilibrio (0,0,0) e (K, 0,0) sao instdveis. De fato, sejam
( mlxlS mQZL’QS
P = 1-S/K)— —
(57 o x2) ’}/S( S/ ) a; + S as + S
S — A
Q(S, 11, 72) = ﬁll”lal s (3.8)
S—A
\ T(S7 $17$2) = 52@&2 S
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Assim,
oP mixriay MoToQo oP mlS oP mgS
— =~v(1-25/K) — — = — — =—
a5~ ) = 79° @+9° 5 @m+S 95 m+s
0Q a; + A 0Q S—A 0Q
o = iy = [ — =0
oS (&1 + S) 81’1 a; + S 01'2
oT 3 as + A oT 0 oT 3 S—A
— = Ty ——m— - = — = -
S~ P (ay + 5)? O, dxy  Cay+ S’
logo,
ol 0 0
BiA
J(0,00) = 0 Tar 0
A
0 0 _@
a2
| o B -
Observemos que os autovalores da matriz Ji o) sao a1 =7 > 0, ap = —— < 0 e ag =
ay
A < 0. Portanto (0,0,0) é instavel. Vemos que
a2
—y 0 0
Bi(K =)
Juc00) = a; + K 0 ’
.. BE-Y
as + K
. _ K-\ K-\
entao seus autovalores sao a; = —y < 0, ap = % >0eag = % > 0 e,

portanto (K, 0,0) é instével.

Agora iremos estudar a estabilidade dos pontos de equilibrio do conjunto L. Para isto
dividiremos o nosso estudo em dois casos, a saber, no primeiro caso trataremos as constantes
de semissaturagao a;’s iguais e neste caso ocorrera um fenomeno conhecido como Bifurcacao
de Andronov-Hopf e no segundo caso as constantes de semissaturacao serao diferentes, a

saber, assumiremos que a; > a, e neste caso constataremos a Bifurcacao Zip.
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3.3 Bifurcacao de Andronov-Hopf

Nesta segao, assumiremos
a; = ay = a, (3.9)

ou seja, as duas espécies de predadores tém a mesma constante de semissaturacao. De (3.4),

d
temos by = by = b, isto é, b = UG Seja p = 2 _ I Entao p = @, onde
d1 dg dl my ﬂl

B; = d;(m;/d; — 1) = (b — 1)d;. Assumiremos, sem perda de generalidade, que p > 1.

De (3.9) e usando a notagao introduzida acima, o sistema (3.5) torna-se

(

Y _ (@1 A pza)my S
S=~5(1-S/K) Py
: S—A
Ty = 51I1a+ g (3.10)
: S—A
\ $2=P51$2a+5-

Dividindo a terceira equagao pela segunda, concluimos que a equagao da trajetéria

. dxo Hip) . Ty, ~ . 1. -
satisfaz e p—. Vemos facilmente, que —; ¢ a solugao integral das duas tltimas equagoes
T T €T

do sistema (3.10). Como consequéncia, os cilindros parabélicos

—=c¢ ¢>0 (3.11)

L7
sao superficies invariantes do sistema (3.10). E f4cil ver que estas superficies folheam com-
pletamente o octante positivo, S > 0, x1 > 0 e x5 > 0, isto é, através de cada ponto neste
octante passa uma unica superficie da familia (3.11). Vamos fixar o valor de ¢ e restringir o

sistema (3.10) & variedade invariante (3.11) parametrizada por S e x:

(1 + pez)my S
a+S

S=7S(1-8/K) -

G (3.12)

a+ S’

T = By

Os pontos de equilibrio de (3.12) s@o (0,0), (K,0) e os unicos pontos de interse¢ao
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do segmento de reta L e (3.11). No entanto, de (3.9), a equagao de L é

e+ MK - A)

>0 > 0. 3.13
le , L1 2 U, To =2 ( )

S:)‘> Ty + pro =

X2

xy

Figura 3.2: Equilibrio e superficies invariantes de (3.10)

Seja (A, &1, &2) o ponto de interseccao de L e (3.11), entdo &; é a tinica solucao positiva

de
y(a+ N (K —\)

&1+ pcky = K (3.14)

pois & = &7, veja Fig. 3.2.
Os pontos de equilibrio (0,0) e (K, 0) sao instaveis. De fato, consideremos

P
V(S,21) = 7S(1 — §/K) — L E er)mS

. ats (3.15)
U(S,xl)zﬂll’la_'_s.
Assim, calculando suas derivadas parciais,
ov (x1 + pexl)mia ov (1+ pPea?™ " ymy S
— =~v(1-25/K) — =—
g5 — 11— 25/K) @+S2 ' on atS
8—U—6:c a+ A 8_U_ﬂS—>\
s~ " a+8)2 ory la+ S
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Logo,
¥ 0
Ji0.0) =
’ A
0 _PA
a
A
Observemos que os autovalores de Jigg) sao vy =7 > 0e 1p = _hA < 0. Portanto, (0,0) é
aq
instavel. Agora,
B __Tnlf(
K a+ K
Jik0) =
) K =)
a+ K
K — )\
e seus autovalores sdo vy = —y < 0 e 1p = % > 0. Portanto, (K,0) é instavel.
a

Estudando a estabilidade do ponto de equilibrio (), &) de (3.12), onde & é a tnica
solugao positiva de (3.14), a capacidade natural de sustentagao K serd considerada como um
parametro de bifurcacdo. Quando K > A, a reta (3.13) estd movendo-se em um caminho
paralelo e estd cortando a superficie (3.11), em diferentes pontos (&;(c, K), & (¢, K)), onde

¢ > 0, como mostra a Fig. 3.3. Para nao existir confusao, também denotaremos & = &; (¢, K).

T2

£2<Cvl<é)
§2§C’ KZi
52 c, Kl
|
A [ 1
SN o
K JJJ
WP
S

Figura 3.3: Deslocamento do equilibrio em superficies invariantes devido ao crescimento de K.

O seguinte resultado, Teorema 3.3.1, concentra-se no sistema (3.12) sobre a variedade
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definida por (3.11). Antes de fazer sua demonstragao, necessitamos de algumas defini¢oes.

Defini¢ao 3.3.1. Um polinémio € dito ser homogéneo de grau d em R[Xq, ..., X,,|, ou ser

uma forma, se ele € escrito

>t XX (3.16)

para algum d € N e r;,

..... in

Observacao 3.3.1. Qualquer termo nao nulo que aparece no polinémio (3.16) tem grau d.

O polinomio nulo € considerado homogéneo.

Consideremos agora, a familia a um parametro de equagoes diferenciais

2= fp 2), (3.17)

onde f € C*(—m, 1) x Dy, R* e f(p,0) = 0. Aqui f,a >0, D, = {z € R? : ||z|| < a}, e
k > 3. Denotamos os autovalores de D, f(u,0) por a(u) £+ i3(n), onde a(0) = 0, o/(0) # 0,
e 5(0) > 0.

Seja ¢ : (=@, 1) X D, — R a aplicagao dada por (u, x,y) — 1 (u, x,y). Diremos que
1 é de classe CI, s < r,se ¢ € C" e a expansao de MacLaurin em (z,y) de ¢ comegar com
termos de grau maiores que s. Uma transformagao linear adequada 7(p) : R? — R? pode ser

encontrada de forma que (3.17) torne-se

=-
|

a(p)r — B(u)y + pp, z,y)

(3.18)
a(p)r + By + q(p, z,y),

<.
I

onde avﬁ S Ck+l[(_ﬁv ﬁ)?R] ep,qc C§+1[(_H7 ﬁ) X DauR]‘

Fazendo A = 3(0), X (z,y) = p(0,z,y), e Y(z,y) = ¢q(0, x, y), consideremos o sistema
(3.18) para pr =0
T == y+ X(z,v)

(3.19)
y =Xy+Y(z,y).

Denotaremos por X;, Y;, os polindmios homogéneos de grau i € {2, ...,k + 1} na expansao de
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MacLaurin de X, Y.

Consideraremos o sistema (3.20) no caso geral, isto é, X, Y € CF+1,

Definigao 3.3.2. Seja h € {2,....k}. A solucio x = y = 0 de (5.20) é dita ser h-

assintoticamente estdvel (h-completamente instdvel) se

(i) para todo &, 7 € C[D,,R] de ordem maior que h a solu¢io v =y =0 de

- _>\y+X2(;(;,y)—|—...+Xh(x7y)+£(x’y> (3 20)

y = y+Ys(x,y)+ ... + Ya(z,y) + 7(z,y)

¢ assintoticamente estdvel (completamente instdvel);

(ii) a propriedade (i) nao € satisfeita quando h € substituido por qualquer m €

(2, h—1}.

Agora, dado qualquer impar h € {3, ..., k}, queremos considerar o caso de bifurcagao
de orbitas peridédicas em que essa estrutura é preservada sobre a modificagao do lado direito
de (3.18) sem trocar as fungoes «, [ e aqueles termos de X, Y com grau menor ou igual
a h. Com isto em mente, denotemos por S, = S(Xj, ..., Y)) o conjunto de pares (P, Q) de
fungdes em CH[(—H, 1) X Do, R] tal que [P(0,2,y)]; = Xi(z,y) e [Q0,2,y)]; = Yi(z,y),
i € {2,...,h}. Para (P,Q) € Sy, sejam Vpg e pupg as fungoes deslocamento e bifurcagao,

respectivamente, para a familia a um parametro de

a(p)r — B(p)y + p(p, v, y)
a(p)r + By + q(p, z,y).

-
I

(3.21)

Nl
I

Defini¢ao 3.3.3. Seja h € {3, ...k} impar. A bifurcacao das orbitas pericdicas de (3.18) €

ditas h-atratora (h-repulsora) se:

(a) para qualquer (P,Q) € Sy, as orbitas periddicas de (3.21) sao atratoras (re-
pulsoras);
(b) a condi¢io (a) ndo € satisfeita quando h € substituido por qualquer m €

{3,...,h — 2} impar.
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Teorema 3.3.1. Se A < K < a+ 2, entdo o ponto de equilibrio (X, & (c, K)) de (5.12)
¢ assintoticamente estavel com regidgo de atratividade {(S,z1) : S > 0,21 > 0}. Quando
K = a+ 2\ o sistema sofre uma bifurcacao de Hopf supercritica, isto €, existe 6 > 0 tal que
para a + 2\ < K < a+ 2\ + 0, o sistema (3.12) tem um caminho simples fechado em uma

vizinhanga de (X, & (c, K)), e este caminho fechado € orbitalmente assintoticamente estdvel.

Demonstragao: Movendo a origem para o ponto de equilibrio (S, x1) = (A, &) do sistema

(3.12), onde & é determinado por (3.14), pela transformacao y; = S — A\, y2 = 1 — &,

obtemos Y (g1 + N (g + €1)
S o hn Y Y2 1
_T::Ey; 121) P(a L 77—112§K) — b (y2 + &1)” (3.22)
o -
\y2 = ﬁl(y2+€1)(a+)\+yl)’
Y@+ A1 =N K)—mé&

onde ¢ é dado por (3.14), ou seja, pc = . O sistema (3.22) tem

mlgf
(0,0) como um ponto de equilibrio, para qualquer & > 0 e K > X. Consideremos

p

ey y2) = Y+ A) (1 _ht A) iy N2+ &)

K a+ A+

mi(y1 +A) [+ N0 = NEK) —m&
Cat+ Aty [ ma &y (y2 +&1)° (3.23)
\ Yy, y2) = ﬁl(yz+§1)w\—l+w.

Assim,

Y1 K (a+A+uy1)?
a+ M)A - NEK) —m& o mia

- — mrer (oines). 62

Op(yry2) _  ma(pn+A) (1 L et N(A = NVE) = pi&

2 B a+ A+ mi&;

oy, 42) y <1 2+ )\)) N <m1a(yz + 50)

(v +51>p-1) . (325)
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(yr,y2) a-+ A
“om Bi(ya + 51)—(a At o) (3.26)
(Y1, y2) Y1
Oy2 aratm) 520
e dai
oA\ ya(l—MNK)  mA py(a+A)(1—\/K)
7(1_?)_ a+ A _a+)\(1+ mi&y —p)
B - J(0,0) — ﬁ
161 0
a+ A

Linearizando (3.22) em torno da origem, o polinomio caracteristico do sistema linearizado é

2N\  7a(l — \/K) miA py(a+N)(1—\K)
B 7<1_f)_a+—A_” ‘m(“ mé ‘p)
Biy -
a—+ A K
2 YAa+2A = K)\ | AmiBi& pyla+A)(1 = A/K)
o ( K(a+ ) ) (a+ A (1‘ i mé )

Aqui o termo constante é positivo como uma consequéncia de (3.14). O coeficiente de pu
(a + 2\ — K > 0) é positivo se, e somente se, K < a + 2\ por (3.4). Entao, a origem é
assintoticamente estavel para A < K < a + 2\ e instavel se K > a + 2X. A atratividade
global segue dos resultados em [, 1 1], mas a Proposigao 4.1, que veremos no préximo capitulo

também nos garante a atratividade.

Para K = a + 2\ as raizes de D sdo imagindrias puras u2(a + 2X) = $iw, onde

w=w(&) = H% Amy 1€ (1 —p+

py(a+A)?) )
mi&i(a+ 2X)

Aat A mlgl} ) (3.28)

1

= ——[ A5 <m1§1 +p [

a—+ A a—+ 2\
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Temos que
B b YA(a+ 2\ — K)
Reiu19) = =~ (V)
:>dRe(,u(K)) B v A YA (a+2X—K)
dK 2K (a+ )\ 2K2 (a+ )

dai, para K = a + 2\, temos

L Re(pfa +23)) = 1A/2(a + N)(a+2)) > 0

Logo, as condigoes do Teorema da Bifurcagdo de Poincaré-Andronov-Hopf (Teorema A.0.2)
estao satisfeitas. Nesta ordem, para provarmos que a bifurcagao é supercritica, usaremos
o método de Negrini e Salvadori [8]. Para isto, sdo necessdrias as defini¢bes que vimos

anteriormente, o Método de Poincaré, descrito no Apéndice B, e os resultados presentes em

[5]-

Primeiramente, desenvolvendo o lado direito de (3.22), para K = a + 2\, (y1,42) =

(0,0), em série de poténcias truncando no termo de terceira ordem de (3.23), obtemos:

0?

(. 9¢(0,0) ~ 9¢(0.0) 0,0) 5 & (0,0)

1 0%¢ (0
— (0,0) + -
. Qp( ) Oy . Yo v 2 8% T Oy10y»
1 (0,0) , 1 ,0%(0,0) 1 ¢ (0,0)
s a2 BT o +§%”a2@2

1 ,0%(0,0) | 1 ,8%(0,0)
T 3.29)
. av(0,0) (0,00  18%(0,0) ,  3*¥(0,0) '
= 1 (0,0) + Yt
b2 w( ) 8y1 it 8y2 2 2 8y% it 8y18y2 V2

1O%(0,0) , 1 8% (0,0) 1, 9%(0,0)
2 a 2 Qa5 Y + éyl 8 1‘7, §y1y2 8y%8y2
1 ,0%(0,0) 1 2 0’ (0,0)

L 2 aen 6" e T

Algumas derivadas ja foram calculadas, que sao as seguintes: (3.24), (3.25), (3.26) e (3.27),
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as demalis sdo:

Polyr,y:) 2y Y@+ N1 = NK)—m& ) 2mia
o7~ KT <y2 o el B2 +4) ) CESEEAE
*o(y1,y2) amy ( py(a+ A1 =N/ K)— pmi& —1>
__ TN\ Igss 1 + + P ,
0Yy2011 (@+A+11)? mi&y (v + &)
Poly,ye) _  mipn+ Nplp—1) (v(a+ (1= NE) —m& (1o + £,)P2
Oy a+ Mty € 2 ’
Py, ) 6mia Y@+ A1 =MNK) —mé& p
Top At at o)t (yz +& + -~y (y2 + &) ) ,
Po(y1,y2) Y(a+ N1 =N K)—mé& 1 2mya
TAYLI2) ([ p-1) 2%
2007 ( e €l B2 +4) ) (@t Aty
Po(y1,y2) amy Y(a+ A1 =N K)—m& 9
o P, Y2) e 1 p
8y§8y1 (a + )\ + y1>2 (p(p ) mlé-lp (y2 + gl) ) )
Po(y1, y2) (A Nplp—=1)(p—2) (v(a +)A = MNEK) —mi& (vo+ € )p_g)
s a+ A+ 134 S ’
82¢(y1,y2) a+ A
T RS
PY(y1, y2) 5ot A
Y01 YA+ A+ )2
Py _ g PWge) _ PU(ys)
Oy3 Y50y dys
83¢(y1,y2) a+ A
ayi), = 651(y2 + 51) (CL + )\ n y1)47
83¢(y1,y2) _ —2ﬂ CL‘l‘)\
Dy20y? "a+ A+ y)?

Agora, fazendo (y,

y2) = (0,0), temos

20(0,0) _, 00(0,0) _ fi&s
oy oy a+ A
8y2 a + )\ mlfl(a + 2)\) ’ 8y2 ’
82@(0’ O) _ 27)‘ a2¢(07 O) _ _25161
oy? (a+ N)(a+2)N)’ oy? (a+ N\)?’
Pp(0,0) _ am (1 I AICRRs ) 0*¥(0,0) _ B
0y20y1 (a+ N)? P mi&(a+2X)) " 0y20u a+ A
0¢(0,0) _ midplp—1) (la+ N ¢ ¢(0,0) _
a2 (a+ N2 a+ 2\ B AW ’
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8330(07 O) — 6a g agw(ou O) — 66151
oy} (a+ X2 \a+2)\)° oy} (a+ \)3’
0°¢(0,0) _ 2mia (1 oy et A2 ) Y(0,0) 26
Oy 0y3 (a+ )3 mi&i(a+2X) /)’ Dy20y? (a+ )%
’¢(0,0) _ ap(p—1) <v(a N ¢ ) 0*9(0,0) _
Y20y, (a+ N22 \ a+2x 5L Y20y, ’
e(0,0) _ Alp=1)(p=2) (4(a+ A ¢ 0*(0,0) _
ay3 (a+ \)E3 a+ 2\ ST 03 '

Sabemos que (0,0) =0 = (0, 0) e usando os célculos acima em (3.29), obtemos:

(. Amy ( py(a+A)° ) 2 A
no= - —pt o e —
a+ A mi&i(a+ 2X) (a+ A)(a+2X)
B ( py(a+A)° )
ylyz m1§1 a+2)\)
v(a+ \)? Cmg ) — g ay
+)\ 251 a+2)\ (a+ X)2%(a+ 2N
py(a+A)
3.30
U < A 2A)) (3:30)
o ap(p a+A)?
ylyQ( —I— )\)2251 < a + 2)\ ml€1
Aolp—1)(p—2) (v(a+A)
_q3 _
V2 663 P L
. Bi&G , & B 5 5i& 9 I
L2 T T T o T T e e T

O sistema (3.30) nao estd exatamente na forma canonica, ja que os coeficientes de
Y2 ha primeira equagao e y; na segunda equagao nao sao iguais a +w - definido em (3.28),

mesmo assim, ele sera 1til para o objetivo desejado.

Usaremos a seguinte funcao de Lyapunov

V(y1,y2) = ¥ + By + p3(y1, y2) + pay1, v2),
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onde B é uma constante,

(Y1, v2) = bosys + bioaviys + boryiys + by e

pa(y1,y2) = Co4yél + C13y1y3 + 022y%y§ + 031yfy2 + C40yil7

ou seja, ps e ps sao polinomios homogéneos de graus 3 e 4, respectivamente.

Para determinarmos B, p3 e py4, basta utilizarmos a féormula

: LoV oV

v _ .9V CASNEPETr S S
(Y1, 92) y18y1+y28y2 (yi +y3)” +

Calculando a derivada acima e observando apenas o coeficiente que acompanha o termo vz,
podemos ver que

B =Xm > 0.

1—p+pyla+A)?/mi&i(a+2))
1 B

Para encontrarmos ps e p, serao necessarios varios calculos. Contudo, vamos utilizar o Método

de Poincaré, ja que nosso principal objetivo é determinar G. Vamos fazer algumas conside-

racoes
Ay < py(a+ N)? ) YA
g = — 1 - —_— ; a = — ;
a+ A mi&i(a+ 2X) (a+ A)(a+2)N)
amy pyla+A)? Ao(p—1) (yla+))
R PR\ ( Pt a2y ) BT e Uaran e )
ay amy < py(a+ N)? )
a = : a5 = —(1—p LLET ),
(a+ N)?2(a+2N) (a+ )3 mi1&1(a + 2N)
~aplp=1) [(yla+N? o dlp=D(p—=2) (et N ,
ag = (a0 + V22E? ( PR\ mi& |5 a7 = 687 PRGN mié ) ;
b — pi&i b — _ b
CT A+ N P @+ MY
by, = & b, = ﬂ
2T AN NPV EL
o
N CEDVE
Xo(y1,92) = ay? + aau1ys + agys; Xs(y1,v2) = aay? + asy7y2 + asy1ys + azys;

Ya(y1, y2) = b1y3 + bayiyo; Ya(y1, y2) = b3y + bayiys.
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Depois destas consideragoes, podemos ver também que
ao
B=——.
bo
Usando o Método de Poincaré, temos
0 0
Cloyzﬁ + boylﬁ = —2y1Xs — 2By,Y3 (3.31)
O 0Ya
Op4 Ops Ops Ops 2 212
— 4+ boy1=— = 2 X3—2ByY3— Xo—" —Yo—+ G . (3.32
aoY2 o0 + boy1 90 Y1X3 Ya¥s 290, 290, + Gy +42)° (3.32)

Vejamos que

Ops Ops
2220 4 by —2
oy T ot 0y

—2y1 X9 — 2BysYs

ApY2

Por (3.31), encontramos

[ J b12:0

° 200b21 + 350603 = —2a3 — 2Bby = b()g =

° 300b30 + 250612 = —2ay, — 2Bb; = bgo =

® boby = —2a; = by =

Notemos que G(y? + y3)? =

aobi2ys + (2a0ba1 + 3bobo3)y1y5 + (3agbso + 2bobi2)yiys + bobaryi

—2a,9% — (209 + 2Bb1)y2ys — (2a3 + 2Bbo)y1y5.

—2boa3 — QBbon + 4a0a1
362

—2C(2 — 2Bb1
300

—2Cl1
bo

Gyl + 2Gyiys + Gy e

bocs1yi + (4agcao + 2b0c22)yiys + (3aocar + 3bociz)yiys
+(2agca + 4bocos) Y15 + AoC13Ys

—2a4y; — (205 + 2Bb3)yiys — (2a6 + 2Bby)yiys — 2074195
—(3a1bso + b1boy )yt — (261621 4 3absg + 26115 + babor )y ys
—(aybya + 2a9ba1 + 3azbzo + 3b1bo3 + 2b2b12) Y5

—(agb1a + 2a3byy + 352503)3113/3 - asbuzé
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desta forma, por (3.32), encontramos

L] 60031 = —2Cl4 — 3a1630 — blbgl + G

400040 + 250022 = —2Cl5 — 2Bbg — 2Cllbgl — 3a2630 — 261612 — bgbgl

3Cl0031 + 3[)0013 = —2Cl6 — 23[]4 — Cllblg — 2a2621 — 3&3[)30 — 351()03 — 2[)2[?12 + 2G

2002 + 4bocos = —2a7 — agbis — 2a3ba; — 3babgs

ApC13 = —Cl3b12 + G

Como by = 0, teremos c¢13 = G. Substituindo-a junto com a primeira igualdade na terceira

igualdade acima, obtemos

boG
3%(—2% — 3&1[)30 — blbgl + G) + 32— = —2&6 — 2Bb4 — 2Ba2b21 — 3a3630 — 351[)03 + QG,
0 0
ou seja,
3
G <—?)B — E — 2) = —6B(14 — 9Ba1630 — 3Bblb21 — 2Cl6 — 23[)4 — 2Ba2621

—3asbzg — 3b1bo3
GBCllClQ 6B2Cllbl 6Ba1b1

= —6Bay+ + + — 206 — 2Bby
ap Ao bo
4Baa 2a5a 2Basb 2a3b 2Bb.b 4apa.b
I 192 | 20203 301, 20301 102 0211.
bo ao ao bo bo b2

Fazendo a substituigao dos a;, (i =0,1,...,7) e b;, (j = 0,1, ...,4), concluimos

B my (o py(a+ \)? ) 36161 )
6 (24 gt (10 o) T e e TN

2

m1§1 (a + 2)\)
Briéi(a+ A% (a + 2X)

ary )
Bi&i(a+2X) )

Usando (3.14), com K = a + 2\, obtemos G < 0. Este resultado significa que a origem é
um “tri-atrator” do sistema (3.22) para K = a + 2\. Pelos resultados em [3] completamos a

demonstragao do teorema. 0
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Notemos que o ponto de bifurcacao K = a + 2\ é independente de c, isto é, a
bifurcagao ocorre para o mesmo valor do parametro K em cada superficie da familia (3.11).
Notemos também que a familia (3.11) contém os planos Sz; (¢ = 0) mas nao contém os
planos Sxs que é também uma variedade invariante do sistema (3.10). Contudo, o ponto
final do segmento L no plano Sz, se comporta da mesma maneira que o resto dos pontos em
L. Para A\ < K < a + 2\ tal ponto é assintoticamente estavel e para K = a + 2\ ele sofre
uma bifurcagdo Hopf supercritica. Isto segue do fato de que a restrigdo de (3.10) ao plano
x1 = 0 é andloga a (3.12) com ¢ = 0; apenas my e [; devem ser substituidos por my e [3,

respectivamente.

Os seguintes corolarios decorrem imediatamente do Teorema 3.3.1 e do fato de que

o octante positivo é a unido dos membros da familia (3.11).

Corolario 3.3.1.1. Os pontos do segmento de reta L, dados por (3.13), sao pontos de equi-
librio estdveis do sistema (3.10) no sentido de Lyapunov, para A\ < K < a4+ 2\, e sdo

instaveis para K > a + 2.

A seguir, nos referiremos por “vizinhanca” do conjunto A a interseccao de um con-

junto aberto contendo A com o octante positivo {(S,x1,z2) € R®: S > 0,2, > 0,29 > 0)}.

Corolario 3.3.1.2. Para qualquer K satisfazendo A\ < K < a + 2\ o segmento L dado por
(3.13) € um atrator global de (3.10) com relagao ao interior do octante positivo, isto €, L
tem uma “vizinhancga” tal que a trajetoria com a condi¢ao inicial nesta “vizinhanca” tende
para L quando t — oo. Em K = a + 2\, L bifurca em um cilindro topoldgico, isto €, existe
0 > 0 tal que para a + 2\ < K < a+ 2\ + 9, o sistema (3.10) possui um cilindro topoldgico
invariante C, o qual é a uniao de caminhos fechados e é um atrator de (3.10) isto €, tem uma
“vizinhanga” tal que todas as trajetorias com a condicao inicial nesta “vizinhancga” tendem a

C' quando t — oco. (Veja Fig. 3.4).

Nesta secao, trataremos de duas espécies de predadores que diferem-se somente na
taxa maxima de crescimento, a saber, 3; < (5. Os cédlculos dos resultados acima mostram
que nao existe uma diferenca significativa na resposta das duas espécies com relacao ao

crescimento da capacidade natural de sustentacao. Quando K é relativamente pequeno, cada
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T2

Figura 3.4: Bifurcacao do segmento de reta de equilibrio em um cilindro de trajetérias fechadas

ponto de equilibrio em L é provavelmente igual, incluindo representantes na auséncia de
um dos predadores. Para K = a + 2\, o sistema (3.13) comega a oscilar. Este fenémeno
¢ chamado “paradoxo de enriquecimento”. Novamente, cada caminho fechado limitado no
cilindro C' é provavelmente igual. A tunica diferenca, mostrada pelos nossos cédlculos, é que a

frequéncia da oscila¢ao do sistema é decrescente quando &; é crescente (§» decrescente).

2mva + 2\
VAB2y

Proposicao 3.1. O periodo da oscilagao é aproximadamente

21 a + 2\
VB

no plano x1 =0 e
no plano xo = 0.
Demonstracao: Por defini¢ao, sabemos que o periodo da oscilagao é dado por
T=—, (3.33)
W

onde w é a frequéncia angular. Por (3.28), temos

(&) = i\/ Ay (mlzl Tt [M - m@D;

a-+ A a-+ 2\
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mais ainda, por (3.28), (3.13) e K = a + 2\, obtemos

2
(€)= #\/ A, (M - p2£2).

a+ A a+ 2\

Assim, sabendo que p = %, teremos
1

ey = YAV
“- Va 12X
w AB1y
=0 a—+ 2\
Portanto, substituindo em (3.33), temos o desejado. O

3.4 Bifurcacao Zip

Retornaremos ao sistema (3.5). Assumiremos que a; > as. Disto e de (3.4), segue
que by < b;. Como consequéncia podemos chamar as espécies x1 e x5 de “r-estrategista” e “K-
estrategista”, respectivamente. Uma espécie r-estrategista tem uma taxa alta de natalidade
comparada com sua a taxa de mortalidade (b) e uma alta constante de semissaturagao (a),
isto é, as espécies precisam de muito alimento para sobreviverem. Uma espécie K-estrategista
tem uma taxa de natalidade e constante de semissaturacao relativamente baixas, isto é, a
espécie pode viver em uma densidade relativamente baixa de presas. Também, neste caso a
capacidade de sustentacdo K sera considerada como um parametro de bifurcac¢do. Veja [0, 7].

Nosso interesse estd voltado as dinamicas do sistema (3.5) sujeito as variagoes de K.

Comegamos linearizando o sistema (3.5), em torno de um ponto arbitréario (A, &1, &2)

de L, isto é, (X, &, &) satisfaz

my&; ma&s A
= 1—— d >0 > 0. 3.34
a1+>\ CL2+>\ 7( K),quanofl_ ’52_ ( )
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Anteriormente, vimos que

myxiaq Mool

8P(S, 1’1,113'2) _
(a1—|—5)2 (GQ—FS)Z.

T2 — (1 - 28/K) -

Assim,

a8 K -

8P()\, 51, 52) . 2)\ m1£1a1 m2§2a2
s \!"®w)~ (a1 + N2 (a2 + N2

Utilizando (3.34), obtemos

OP(N &, &) A n mi& o mel  mubiar medas
oS K a; + A as + A (CLl + )\)2 (CL2 + )\)2
oA ma&i(a ) —mabian | maeaz +A) — madoas
K (a1 + N)? (az + N)?

A mi&1 ma&o
N K+)\<(a1+)\)2+(a2+)\)2)’

A matriz dos coeficientes do sistema linearizado (3.5) é

[ _E A ( mi&; i ma&o ) _ miA _ Mo i
K (CL1 + )\)2 (CEQ + )\)2 ay + A Qg + A
A= Joge) = a?lfx 0 0
B262
L ag+ A 0 0 J

O polinomio caracteristico associado a esta matriz é

D(p) = det(A—pl)

YA m1& ma&y miA ma A
A ., _

K * ((CL1+)\)2+(G2+)\)2) H CL1+)\ CL2+)\
_ Bi&a
ap + A

[a2&o
as + A 0 K

_ YA mi& ma&o —my A3 &y —maAB26o
= (_?“ ((a1+)\)2 + (a2+>\)2) _“) T P m e

—1 0
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ou seja,

_ g mi& ma&y Bimi&y Bamabs
D(p) = p [;ﬂ + pA <? TS AP) + A <(a1 ) + o A)Zﬂ . (3.35)

Analisando o polindomio quadratico entre colchetes, usando a Proposicao 2.1, concluimos que

o se A < K < as+ 2\, ficamos com

mi&1 L mada < 1 ( m1&1 ma&a )
(a1+)\)2 (a2+)\)2 T ast+A\ar+N ay+ A

g A Y A Y
= 1 - — 1-— —.
a2+)\< K)<CL2+)\< CL2+2)\)<K

Logo, o ponto de equilibrio (A, &1, &) serd estavel.

e se K > a; + 2], obtemos

mi&1 ma&o 1 ( mi&1 ma&a )
+ > +
(CLl + )\)2 (CEQ + )\)2 - ooar + A a + A as + A

g A g A g
= 1-= 1— -
a1+)\< K)>CL1+)\< CL1+2)\)>K

Logo, o ponto de equilibrio (), &, &) serd instével.

Assim, para A < K < as + 2\, cada ponto de equilibrio (A, &1,&) em L tem um
autovalor nulo e dois autovalores com partes reais negativas. Em vista do Teorema A.0.3 e
de [10], através de cada ponto de equilibrio (A, &1, &) em L passa uma variedade diferencidvel
bidimensional localmente invariante e todas as trajetérias nesta superficie tendem a (\, &1, &)
quando t — oo; por outro lado, se K > a; + 2, entao todos os pontos de equilibrio (), &, &)

em L sdo instaveis.

Consideremos a seguinte desigualdade

mi&; ma&o < N
(CLl + )\)2 (ag + )\)2 K’

(3.36)

Agora passaremos ao caso em que as + 2\ < K < a; + 2A. Como o ponto (&3, &)
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estd movendo-se ao longo do segmento de reta (3.34) de (0,7(az + A\)(K — X)/moK) para
(v(ay + A) (K — X)/m1K,0) o lado esquerdo de (3.36) é decrescente. Seja K fixo no intervalo
(a1 42X, az+2X), entdo existe um ponto (A, & (K), &2(K)) em L no qual a desigualdade (3.36)

converte-se numa igualdade. De fato, consideremos o sistema

mi&1 X ma&a _ 1— i
a + A as + A i K
mi&1 ma&2 _ N
(a1 + )\)2 (CLQ + )\)2 K

(3.37)

Multiplicando a primeira equagao de (3.37) por — e somando com a segunda, temos:

as +

ma(k) __malo a3 (,_ )

(a1 + N2 (a1 +N(az+2) K ay+ A K

= m&(K) [(m _]‘-_ A)? N (aq + A)l(ag + )\)} - +lz()\a2_+7§()+ B

= mi&(K) l(Zj :L iiz} Sl +[2()\ — 1)
2 _

L CES CEL S
2 _ _

L R

Agora, multiplicando a primeira equagao de (3.37) por Y e somando com a

segunda encontramos

y(ag + N)?*(a; + 2\ — K)
Km2(a1 — CLQ)

maa(K) mele(K) vy v ( A

(a2+)\)2_(a2+)\)(a1+)\)_K_a1+)\ 1_E) = &H(K) =

Desta forma, obtemos

v+ MK —az = 2)) y(az + A)* (a1 + 21 — K)> : (3.38)

Kml(al — ag) ’ ng(al — ag)

(@K, &(K)) = (

Para os pontos de L que estdao a esquerda de (&1(K),&(K)), o sistema (3.5) tem

um autovalor nulo e dois autovalores com partes reais negativas. Para (X, & (K),&(K)) um
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o CL2+2)\§K§(11+2)\

Y(az + M) (K = \)
mo K
v(ag + )
mgK

Y(ar + N)(K = )) Y(ag + A)?

le ’ITL]K
Figura 3.5: Interseccao dos segmentos de retas (3.37), ponto de bifurcacao

autovalor é nulo e os outros dois autovalores tém partes reais iguais a zero. O Teorema
A.0.3 garante que em cada ponto de L a esquerda do ponto (3.38) passa uma variedade
diferencidvel invariante bidimensional “instdvel” e por cada ponto a direita do ponto (3.38)
passa uma variedade invariante bidimensional “estdvel” (Veja Fig. 3.5). E isto o que nos diz

o seguinte teorema.

Teorema 3.4.1. Para qualquer K satisfazendo as + 2\ < K < ay + 2\, o ponto (X, & (K),

&(K)) divide L em duas partes; os pontos de equilibrio do sistema (3.5) no conjunto

Ly ={(\&1,&) € L: & <&i(K)}

sao instdveis e os pontos de equilibrio no conjunto

Ls ={(A\&,&) € L: & > &(K)}

sao estdveis no sentido de Lyapunov (Ly denota a “parte instdvel de L” e Lg denota a “parte

estavel de L”).

Demonstragao: A primeira parte do teorema segue da posicao dos autovalores do sis-
tema linearizado no ponto (A, &1,&) € L, & < &(K). Vamos provar que cada ponto
de Lg (N &1,&) € L com & > &(K) é estavel no sentido de Lyapunov. Sabemos que
através de cada ponto de Lg passa uma variedade bidimensional localmente invariante tal
que todas as trajetérias nesta variedade tendem exponencialmente para (A, &1, &) quando
t tende para infinito. Claramente, (), &, &) é assintoticamente estavel com respeito a res-

tricao de (3.5) a esta variedade. Iremos provar que, para cada &, satisfazendo (3.43), as
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variedades invariantes correspondentes aos pontos de Lg em (3.44) cobrem uma vizinhanga

de Lg = {()\,&1,&) € L: & > & (K)}. Isto concluird a prova do teorema.

Parametrizamos Lg da seguinte maneira:

S=A
L lmNE =N <v(a1 FNRE —a3—2))  Ala + A)(E — ) )
Ty =815 = + s —
m K Kmy (a1 — ap) my K (3.39)
2 _
x2:£28287(a2+)\) (a1 + 2A K)7 0<s<l.

ng(al — ag)

Se s = 0, temos o ponto final de L no plano Sxy; se s = 1, o ponto (A, & (K), & (K))
¢ dado por (3.38) (veja Fig. 3.5). Seja & fixado, para 0 < sp < 1, temos

51 = glso =

le B

ya+t NE =N (7(&1 +APE —az—2\) (e + A)(K - A))
0 Kml(al — ag) le .

Entao, Lg dado por (3.44) corresponde ao intervalo fechado [0, so]. Para cada s € (0, so], um
sistema de coordenadas serd introduzido da seguinte maneira. A origem serd em (\, &1, €25 ),
os dois vetores da base serao fixados no autossubespago bidimensional correspondendo aos
dois autovalores com partes reais negativas de (3.5) linearizado em (A, s, &25) € 0 terceiro
vetor da base serd o vetor diretor da reta L dado por (3.39) que é o autovetor correspondente
ao autovalor zero. Por (3.39), &5 e &, dependem continuamente de s e, consequentemente,
as raizes do polinomio caracteristico (3.35) também dependem continuamente de s. Clara-
mente, os dois vetores bases no autossubespaco correspondentes as raizes com partes reais
negativas podem ser escolhidos como fungoes continuas de s no intervalo [0, so|, pois a dire¢ao
deste plano varia continuamente. A familia de parametros da transformagao de coordenadas

dependendo de s € [0, sq], descrita acima, pode ser dada na seguinte forma

Y1 S—=A
Yo | — R(s) |z — &is | (3.40)
z Lo — £2s

onde y = (y1,y2) denota as coordenadas no autossubespaco bidimensional, z é a coordenada
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na reta L, e R(s) é uma matriz regular 3 x 3, com R € C[0,so]. Sob a transformagao de
coordenadas (3.40), o sistema (3.5) assume a seguinte forma

y=P(s)y+ F(y,z2,s) (3.41)

2 =Gy, z,s),
onde P é uma matriz 2 x 2 estdvel, F' um vetor bidimensional, G um escalar, P, F', F},
F, G, G, € C° em uma vizinhanca da origem (yi,¥2,2) = (0,0,0) e, para todo s €
0, 50], £(0,0,5) = G(0,0,5) = 0,0, F(0,0,5) = J,.)G(0,0,s) = 0. O sistema dinamico
gerado por (3.41) é da forma (A.9) com Q(s) = 0 e satisfaz todas as condigoes do Lema A.0.4.
Assim, pelo Lema A.0.3, a fungdo g : W x [0, sg] — R existe, onde W é uma vizinhanga de

(y1,92) = (0,0), g € C° e, para cada s € [0, so] fixado, a superficie

{(y1,y2,2) € R?:z= 91,42, 5), (Y1,92) € W}

¢ uma variedade localmente invariante de (3.41). Apresentando-se a transformacao inversa

de (3.40) e substituindo a fungao g em z, seja

S A U1
1| = [&s| T R_l(s) Y2 . (3.42)
Ty &os (Y1, Y2, 9)

Para s € [0, so] fixado, (3.42) é a equacao paramétrica da variedade invariante estavel e do
sistema (3.5) passando pelo ponto de equilibrio (A, &1, &2s) € Lg. A aplicagao (yi,y9,s) —
(S, x1,22) do cilindro sélido W x [0, so] no espago S, x1, z2, definido por (3.42) é continua e
bijetora sobre sua imagem (isto segue da unicidade de solugao e da regularidade da matriz
R7(s)). Portanto, por um resultado de topologia (veja, por exemplo,[!], Teorema 2-103)

esta aplicagao é um homeomorfismo e, isto prova nossa afirmacao. O

Observacgao 3.4.1. O Teorema 2-103 de [/] citado acima € um teorema cldssico de topologia,
que afirma: “Seja f : X — 'Y continua e bijetora e X compacto. Se'Y ¢é Hausdorff, entao f

€ um homeormorfismo.”
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Observacgao 3.4.2. Quando K varia de as+2\ até a;+2\, o ponto (A, &1(K), £2(K)) move-se
continuamente ao longo de L de (X, 0,y(ag+\)? /ma(az+2X)) até (X, y(a1+M)?/mq(a;+2X0),0)
(Veja Fig. 3.5). Assim, os pontos de L deixados para tras tornam-se instaveis. Este fendmeno

é chamado de Bifurcacao Zip.

Quando K varia, a reta L sofre um deslocamento paralelo, no entanto, isto nao

influencia qualitativamente na Fig. 3.7.

Observacao 3.4.3. Seja &

G(K) <& <v(a + A)(K = N)/m K (3.43)

dado. Consideremos o subconjunto proprio fechado de Lg dado por

Ls={(\&.,&)eL:& >¢,}. (3.44)

Seja M a superficie diferencidvel interceptando transversalmente L em (X, &,,&,) € L. Deno-
tamos por Ty e chamamos de vizinhanca tubular de Lg, o conjunto compacto limitado pela

parte de M dentro da superficie

{(S, .]71,2[‘2) - Rs : d((S, 1’1,$2>,Z5) = p}, (345)

onde p > 0 ed € a distancia Euclidiana, e pela parte da superficie (3.45) entre M e plano Sxq
e a parte do plano Sxy dentro da superficie (3./5). Claramente, se p > 0 é suficientemente
pequeno, a intersec¢ao de M com a superficie (3.45) € uma curva de Jordan simples, Ls C Ty

e o interior do segmento de reta Lg estd no interior de Ty (veja Fig. 5.6).

Corolério 3.4.1.1. Para quaisquer K satisfazendo ay +2X\ < K < a; +2X\ e &, satisfazendo
(3.43), o segmento de reta Lg dado por (3.44) é um atrator de (3.5) no sequinte sentido: Lg
tem uma vizinhanca tubular Ty tal que as trajetorias com condigao inicial em Tyy tendem

para Lg quando t — oo.

Demonstracao: Segue facilmente do Teorema 3.34. OJ
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me K -7
e (A &1(K), & (K))

(a1 + A (K = N)
mi K

Figura 3.6: Base Ty do atrator Lg.

Observacao 3.4.4. Podemos colocar o resultado anterior em outro contexto. Quando as +

2\ < Koy < a1+2X e (N, &1(Ky), &2(Ky)) sao fizados, isto determina a razao entre os tamanhos
§2(Ko)

&1(Ko)
razao ¢ das duas espécies de predadores € estavel para um certo K se (X, &1,&) € Li € estavel

das populagoes de duas espécies de predadores . Dado um 0 < ¢ < 00, dizemos que a

no sentido de Lyapunov, onde é = ¢, Lg € dado por (3.6), onde a dependéncia do segmento

1 £2(Ko)
§1(Ko)

instdvel para K > Ky. A Figura 5.7 mostra o segmento de reta Ly quando K varia de as+ 2\

de reta L em K € denotado pelo indice. Claramente, a razao ¢ estdvel para K < Ky e
para ay + 2\ e a reta B ao longo do qual o ponto de bifurcacio (N, &1(K), & (K)) se move.
Quando K cresce, a mesma razao € realizada em um nivel maior, entretanto, para K = Ky
fica instdvel. Podemos ver da Fig. 3.7 que para razoes menores, isto €, equilibrios nos quais
o tamanho da K -estrategista xo € pequeno relativamente ao tamanho da r-estrategista xq,

permanecem estaveis para valores maiores de K.

Podemos caracterizar a bifurcacao para os valores extremos Ky = as + 2\ e Ky =

a1 + 2\. E claro que os planos x; = 0, i = 1,2, sdo variedades invariantes do sistema (3.5).
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p T2
La1+2)\
T2 _ &2(Ko)
z1 &Ko)
7(&2 + )\)2 LK[} ol ! Hee
mg(ag + 2)\) L A d(\s"a T
Ga(o) =2 -T2 L o
2(£89 e | 1
paf®>
§1(Ko) v(ay + A)? 1
ml(al + 2)\)
ro  &1(Ko)

Figura 3.7: A cada K corresponde a um ponto na reta — =
1 &(Ko)
de (&1(Ky),&2(Kyp)) ele é estével, caso contrario, ele é instével.

. Se este ponto esta a esquerda

O ponto P; dado por (3.7) é um ponto de equilibrio da restri¢ao de (3.5) ao plano z3_; = 0:

§ = 4801 — §/K) — TS
GZ—FS

g (3.46)
Y By i —1.9).
”T"'l ﬁleal—i—s’ (Z ? )

Segue claramente dos resultados anteriores que P; dado em (3.7) é um ponto de
equilibrio assintoticamente estavel do sistema bidimensional (3.46) para K < a; +2\,i = 1,2
e é instavel para K > a; + 2\, ¢ = 1,2. O seguinte teorema de bifurcacao foi provado por

Smith [9] para o caso i = 1; no entanto, faremos outra demonstracao.

Teorema 3.4.2. O ponto de equilibrio P; de (3./6) sofre uma bifurcagao de Hopf supercritica
para K = a; + 2, isto €, existe §; > 0 tal que, para K € (a; + 2\, a; + 2X\ + 6;), o sistema
(3.40) tem um caminho fechado localmente tinico em uma vizinhanga de P; e este caminho

fechado € orbitalmente assintoticamente estavel, i = 1, 2.

Demonstragao: O Teorema 3.3.1 implica no Teorema 3.4.2; pois o sistema (3.46), para
i = 1 é um caso particular de (3.12), a saber, o caso ¢ = 0. Obviamente, o caso i = 2 é

analogo ao caso 1 = 1. 0



CAPiTULO 4

Generalizacao do caso tridimensional

Neste capitulo, estudaremos a ocorréncia da bifurcacdo de Andronov-Hopfe também
da bifurcag¢ao Zip em um modelo presa-predador concreto de dimensao (n + 1), modelando a
competicao entre n espécies de predadores por uma espécie de presa. Os resultados apresen-
tados serao generalizagoes dos resultados obtidos no capitulo 3. Este capitulo é baseado no

artigo de Ferreira e Oliveira em [2/]

4.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos a ocorréncia de érbita periédica em um sistema de EDOs
que modela a competicao entre n espécies de predadores por uma espécie de presa e também
estudaremos a ocorréncia de bifurcacao Zip. Embora o sistema nao seja assintoticamente
estavel, o modelo (4.1) ilustrara o fato de que, para pequenos valores de capacidade de carga
K, todos os predadores podem sobreviver, enquanto que, quando K assume valores grandes,

apenas um deles sobrevive.

Consideraremos o seguinte sistema

S =~S(1-S/K)— Zmzfz
(4.1)

onde denotamos por S a quantidade de presas, z; a quantidade do predadores i e f;(S) =
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3 é a resposta funcional do predador i. Todos os parametros em (4.1) sdo nao negativos
Q;

e representam

v: taxa de crescimento intrinseca da presa

K: capacidade de carga do meio ambiente

m;: taxa maxima de natalidade do predador ¢

d;: taxa de mortalidade do predador

e a;: constante de semissaturacao de predador 1.

Na préxima secao estudaremos os pontos de equilibrios para este sistema e provare-

mos sua dissipatividade.

4.2 Pontos de Equilibrio

Primeiramente mostraremos que para toda solugao de (4.1) com condigoes iniciais
SY>0,29>0,i=1,2,...,n é limitada em [0, c0) e permanece no octante positivo, isto é, o

sistema (4.1) é dissipativo. Em seguida, estudaremos seus pontos de equilibrio.

Proposigao 4.1. Qualquer solugdo de (4.1) com condigoes iniciais S° > 0, 29 > 0, i =

)

1,2,...,n € limitada em [0,00) e permanece no octante positivo.

Demonstragao: Observemos que qualquer solugao de (4.1) cuja condi¢ao inicial tem com-
ponentes positivas permanece com componentes positivas para t em seu intervalo maximal
de existéncia. Mostraremos que as solugoes de (4.1) existem para todo ¢t > 0 e que existe
um conjunto limitado J C R’}fl que atrai solugoes com condigoes iniciais em R’}fl. Sejam
do = min{dy, ...,d,} e V(S,21,....;xn) = S + 21 + ... + T,. Se z(t) = (S(t), z1(t), ..., (1)) é
uma solucdo de (4.1), para t no intervalo maximal de existéncia, temos

%V(z(t)) = (1 — %) S(t) — ;dz%(t)
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K
Seja g(S) = S (1 — %) + dpS, assim o ponto maximo de g é Sy = 5(1 + dp).

Logo g(5) < g(Smax), OU seja,

S K
S (1 — ?) Z(l + do) doS, VS e R.

Assim

;ltv( (1) < —vdoS( de, 1+do)2.

Tomando o = min{dy, ydy}, obtemos

GV < -aV ) + 0+ o = —a (V) - Do+ ?)).

Pela Desigualdade de Gronwall em (C.0.6), temos

—ads
V) - a2 < (Vo) - i) A
vK

4oy

vK

= V(z(t)) < V(2(0)e -~ 1

(14 d)?e ™ + (14 do)?,

ou seja,

V(z(t)) < V(2(0))e " + ﬂ

2
< 1 (1+dy)”,

para t pertencente ao intervalo maximo de existéncia. Se B é um conjunto limitado contido

dakt 2(0) € B.

1
R™"1 enta iste R > 0 tal V(2(0)) < R. Seja ty = —log ————
em , entao existe al que V(2(0)) < cjato = — Og’yK(1+d0)2 e

Para t > tg temos

7K(1 + do) YK vK 9
<RI/ 4 .
V(z(t)) <R ok + ia (14 dp)* < o0 —(1 +do)

Isto implica que qualquer solucao esta definida para t > 0 e o conjunto compacto

K
J = {(S,xl,...,xn) :5>0,21>0,...,2p,>0e S+ +... + 2, < é—a(1+d0)2}
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atrai todo conjunto limitado B. Portanto, o sistema ¢é dissipativo e seu atrator global esta

contido em J. O

Agora, estudaremos os pontos de equilibrio do sistema (4.1), que sao as solugoes do

sistema
S ~

(mifi(S) —di)r; =0, i=1,2,..,n.

(4.2)

As solugoes de (4.2) sao (S, x1,...,xn) = (0,0,...,0) e (S, z1,...,x,) = (K,0,...,0). O
sistema (4.2) tem solugdes nao triviais biologicamente interessantes se, e somente se, m; > d;

. . d; . o .
e as solugoes das equagoes f;(S) = —, i =1,2,...,n coincidem, isto é,
m;

aid; azdy and,
ml—dl mg—dg mn—dn'
. a;d; .
Indicaremos o valor comum das grandezas \; = y por A. De agora em diante, vamos
mi — G4
admitir m; > d; e A\ = A = ... = X\, = A. Com as notagoes e as hipoteses acima, o sistema

(4.1) pode ser escrito na forma

z; = (3;0:(5)xi,

(4.3)

S—=A
CI,Z—FS

Os pontos de equilibrio de (4.3) sdo (S, z1,...,z,) = (0,0,...,0), (S,21,....,x,) =

onde ¢;(S) = ,Bi=my—diei=1,2,...,n.

(K,0,...,0) e os pontos do hiperplano de dimensao (n — 1)

n A
H= {(S, ZL’l,...,ZL'n) S ]R:L_'H S = alﬂ:_l)\l’l + ...+ am+ )\;pn =y (1 — E) } (44)

Para estudarmos a estabilidade destes pontos de equilibrio, notemos que a matriz
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Jacobiana J(S, x1, ..., z,) de (4.3) é

v (1 - %) - Zmzfz/(5>x2 —mifi(S) —mafa(S) ... M1 fur(S) —mufulS)
i=1
B191(S)m B1g1(5) 0 e 0 0
ﬂggé(S)lL'g 0 ﬁggg(S) Ce 0 0 ,
Br—19p—1(5)Tn-1 0 0 oo Bac1gna(S) 0
Bngh (S)z, 0 0 0 Brgn(S)
a; a; + A . s rs s
onde f/(S) = m egi(S) = m. Assim, é facil ver que (S, z1, ...,x,) = (0,0, ...,0)

é instdvel, com variedade estavel de dimensao n e instavel de dimensao um. Ainda, (S, x, ...,
z,) = (K,0,...,0) é assintoticamente estavel se K < A e instdvel se K > A com variedade
estavel de dimensao um e variedade instavel de dimensao n. Notemos que se K < A, entao

H & vazio; se K = X entdo H = {0}. E um resultado conhecido que
K>\ (4.5)

é uma condicao necessaria para a sobrevivéencia de cada predador. Na préxima segao estu-

daremos a estabilidade dos pontos de equilibrio pertencentes a H.

4.3 Bifurcacao de Hopf

Nesta se¢ao, estudaremos a estabilidade dos pontos em H. FEm tal estudo sera

considerado a = a; = ... = a,, isto é, todos os predadores tem a mesma resposta funcional.

No que segue, consideraremos o caso a = a; = ... = a,. Entao, o sistema (4.3)

torna-se

545(“?)‘2 a5

i=1 (4.6)
. S—=A :
T; = ﬁZH—Sl’Z, 1 = ]_,2, e, N
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m mn . ~
Como A\ = ... = A\, = A, temos — = ... = —. Introduzindo o parametro p; =

dl dn
1=1,2,...,n — 1, obtemos

M1 iPi 1= 1727 y 10— 1
Também, temos p; = ﬂgl. Consequentemente, podemos escrever
( b
P1 = 5—2 = [2=pif
1
b
P2 = 6—3 = [ = p22 = [z = p1p2bh
2
b _ _
Pn-1 = 6 ) = ﬂn - pn—lﬂn—l = 6n - /)1/)2---Pn—161-
\ n—

Similarmente, obtemos

mg = Mip1
ms = MapP2 = M3 = P2p1M
My = Mp_1Pp-1 = My = P1P2..-Pn—1M1.

Considerando as expressoes em (4.8) e (4.9), o sistema (4.6) torna-se

(

. S myS -
S=7S (1 - E) S — ajiS 1 + ;mpz---ﬂj—li’fj
S—A
= PR X1
S —A
=p1 PR T2
3 S —A
T3 = p1p2h ar 5933
T, = 16} S_)\x
| = P1P2---Pn-1 1a+5 n-

di1 mit1

(4.10)
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Dividindo a terceira equagao em (4.10) pela segunda, a quarta pela terceira e assim

sucessivamente, até dividir a n-ésima equagao pela (n — 1)-ésima, obtemos o seguinte sistema

( dxs T
dr; oy
drs w3
v, ", (4.11)
dr, Ty
. m B pn_ll’n—l.

Integrando cada equagao em (4.11), obtemos as seguintes solugdes integrais

T2 Zs3 T,
VI(S, 21, oy tn) = —57, VoS, 21, Tn) = —55, oy Vaea(S, 21,0, 00) = 5y
Ty Lo Tn_1

Consequentemente, para cada valor de ¢; >0,7=1,2,....,.n — 1,

i) — T3 — Tn —
01 — C1, P2 — 02y .0y Pn—1 — n—1-
L1 Lo Lp—1

sao variedades invariantes de dimensdo (n — 1) em R’ com coordenadas (z1, 22, ..., Zy,).

Para qualquer ¢ = (¢q,¢g,...;¢p1), com ¢; > 0,4 = 1,...,n — 1, a intersecgao destas
variedades é uma curva C' em R", a qual é invariante para o sistema (4.10). Um cdlculo

direto fornece as seguintes equacoes paramétricas de C,

Ty =

r3 = coah’ = x3 = ccPa'”

2h = oyl = 34 = cycli g (4.12)
Ty = T = m, =y R L e PR R ot

Para qualquer ¢ = (¢1, ¢a, ..., 1) € R’}r_l, denotamos por M, a variedade invariante

M. = {(S,21,....,zn) ERT S >0e 21,29, ...,z, satisfaz (4.12)}.
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Entdo, a familia { M, : ¢ € R""'} é uma folheagdo bidimensional do primeiro octante de R™*!

e cada folha é a imagem de um mergulho h, : R x R — R"*! dado por

he(S,x1) = (S, 21, zo(21), x3(21), ooy TR (1)) (4.13)

Figura 4.1: A Variedade M,

Para ¢ = (cy, ¢a, ..., ¢p—1) fixado, com ¢; > 0,7 = 1,2,...,n—1, estudaremos a restrigao

de (4.10) a variedade M., parametrizada por S e z;. Levando em conta (4.12), esta restri¢ao

é dada por
S=75 (1 K) TL Y prpae P11y T LT g i
— — _ _ .01 1
K a+ S IR S
Jj=2

. 4 S—A
Ty =P Zy.

a+ S

: = N _ Pi—1 Pj—1Pj—2 Pj—1Pj—2---P2P1

A introdugao dos novos parametros o;_; = P1P2---Pj-1Cj-1C; 5 ;13 e

enj_1=pip2.--Pi-1, ] = 2,3,...,n, transforma o sistema anterior em

. S myS a -
§=15(1- 5 )~ 2% |+ Loyt ]

J=2 (4.14)
) S— A\
xy —ﬁla+5$1-

Os pontos de equilibrio de (4.14) sao (S, x1) = (0,0), (S, z1) = (K,0) e (A, &), onde
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xr1 = & € a Unica solucao positiva da equagao

x + Z P = at MK — )\). (4.15)

Geometricamente, o ponto de equilibrio (A, ;) é descrito como segue: &; é a segunda

componente do ponto (A, &y, ...,&,) obtido como a interse¢ao transversal das variedades H e

M.. As outras componentes sao dadas por

_ Pj—1 Pj—1Pj—2 Pj—1Pj—2---P2P1 ¢-P1P2---Pj—1 .
§j=cj1c 537 1 , J=2,3,...,n. (4.16)

A matriz Jacobiana de (4.14) é

n—1 n—1
mia |ry + Z Oéil'?l] mlS 14 Z OKZT]ZSL’? 1]
28 i=1 1=1
122 = _
Ji(S, x1) = 7( K) (a+5)2 a+S
a+ A S—A
61(a+5)2x1 TS
Entao,
0 ~ le
5 _ —
K
J1(0,0) = e Ji(K,0) = o
O _@ 0 ﬂ K- )\
a Yo+ K

Logo, se K > A, (S,z1) = (0,0) e (S,21) = (K, 0) sao pontos de sela de (4.14).

O préximo teorema refere-se a estabilidade do ponto (S,z1) = (A, &), onde & é a
tnica solugao positiva da equagao (4.15) e K é considerado como um parametro de bifurcagao.

Ainda, o teorema diz que (4.14) admite uma bifurcacao de Andronov-Hopf no ponto (S, z;) =

()‘751)'

Teorema 4.3.1. Se A < K < a+ 2\, entdo o ponto de equilibrio (S,z1) = (N, &) de
(4.14) € globalmente assintoticamente estavel dentro do primeiro quadrante. Além disso,

para N < K < a+ 2X, (4.14) ndo possui drbitas fechadas dentro do quadrante positivo.
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Finalmente, se K = a + 2\, o sistema (4.1/) admite uma bifurcagio de Andronov-Hopf

supercritica, isto €, existe § > 0 tal que para a+2\ < K < a+2X+9, (4.1/) possui um ciclo

limite orbitalmente assintoticamente estdvel em torno de (X, &1).

Demonstragao: Primeiramente, vamos transladar (), &;) para a origem através da mudanca

yi=95—2A Yo =21 — &1, (4-17)

onde & satisfaz (4.15). Deste modo, o sistema (4.14) se torna

. + A
Yr =7 +A) (1—y1K )

my(y1 + A) = 0

s T o j—1 4.18
PR yz+§1+j§:2% 1(y2 + &) (4.18)
517a+ +)\(y2 +&).

A matriz Jacobiana do sistema anterior é

Jo(y1,y2) =

Como & satisfaz (4.

(i

J2(0,0) =

n—1 T
mia |y2 + &1 +Z%(y2 + &)™
2(y1 + ) B i=1 B, (a+A)(y2+&1) y2+§1)
K (a+y1+ A)? (aty14A)?

n—1
mi(ys+A) |1+ ami(ye + 51)77i_1]
_ i=1 ﬁl Y1
a+y + A oty
15), obtemos
n—1
1+ a;1; il
YA(K — 2\ —a) B ; 1
K(a+ ) a+ A
pi& 0

a-+ A
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Consequentemente, o polinomio caracteristico associado a J5(0,0) é

51517”1)\
o+

n—1
1+§:%m&“1
=1

(a4 X)? ’

5 YA(a+2\ - K)
Plp) =w”+ K(a+\)

donde concluimos que (y1,y2) = (0,0) é assintoticamente estavel se A < K < a+2\ e instavel

se K >a+ 2\

Para mostrarmos que o sistema (4.18), e consequentemente (4.14), ndo possui 6r-

bitas fechadas no quadrante positivo para A < K < a + 2\, aplicaremos o Critério de
q

xi(a+S)
5 S

constante apropriada, e F(S,z1) = (f(S,21),9(S,z1)), onde f(S,z1) = 7 (1 — —) S —

K
n
-1
T+ E Oéj_lilflj
=2

Dulac (veja secao D). Consideremos a funcao h(S,z1) = , onde ¢ serd uma

+S

mlS

a+ S

S
€ 9(57371) = 61@

x1, logo

div(hF) = div (m‘ﬁ (1 — %) (a+S) —zimy

n ] q+1 S _ )\
x + Zozj—wc?“] ’9:1 ﬂlé )>

j=2
e ats S (g4 1)zi61(S — N
= xw( % +1 K)—i— g
K (S —
”)/K—Q’VS—’}/CL-i-ﬁl (g+1)(S—N)
= S .

K
Tomando ¢ tal que 29\ = 31K (q + 1) obtemos div (hF') < 0.

Consequentemente, se K < a + 2\, pelo Critério de Dulac, o sistema (4.18) nao
admite 6rbitas periédicas no interior do primeiro quadrante de R?. Assim, se K < a + 2,
o equilibrio (S,z1) = (), &) serd globalmente assintoticamente estdvel para solugbes com

condigoes iniciais no interior do quadrante positivo.

Para completarmos a prova, precisamos verificar as hipéteses do Teorema de Andronov-
Hopf (Teorema A.0.2) afim de mostrar que se K = Ky = a + 2, entdo o sistema (4.18),
e consequentemente (4.14), admite uma bifurcacdo de Hopf. Primeiramente, com K = K,

temos f1;,2 = Fiwy, onde
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Bima A
i=1

= > 0. 4.19
o a-+ A ( )

n—1
&+ Zaim 117]

Portanto, existe 0 > 0 tal que os autovalores de p;9(K’) sdo complexos conjugados. Além

disso,
d YA
— Ky) = 4.2
ar entio) = 5oy 0 (420)
_YAK —2X\ —a)
onde Reu(K) = TCESY

A seguir, calcularemos o primeiro coeficiente de Lyapunov para determinar a su-
percriticidade da orbita periédica gerada pela bifurcacao de Hopf. Para isto, vamos usar a

técnica dada por [22], contida no Apéndice E.

Tomando K = Ky = a + 2\, temos

mi\ 2 ._
0 —ai)\ 1+Zai7h’§11 1]
J(0,0) = i=1 (4.21)
Bi&
0
a+ A

Um cdlculo simples mostra que os autovalores de J2(0,0) associados a i 2(Ky) =

+iwg a0 12 = (F£iA,1), onde A = %
| 181
w1 (Ko) é p1 = (—ﬁ, 1) e a us(Ky) é py = (ﬁ, 1).

;e o autovalore de J5(0,0)7 associados a

Sejam ¢ = (iA, 1) o autovetor complexo de J5(0,0) associado ao autovalor uy = iwy,

isto é, J5(0,0)q = iweq, € p = (—%,1), tal que J5(0,0)Tp = —iwep. Para concluir a

1
necessaria normalizagao (p,q) = 1, podemos assumir ¢ = (iA,1) e p = 5 (—%, 1) )
Expandindo o lado direito do sistema (4.18) em série de poténcias, ao redor de

A
(y1,2) = (0,0) em K = Ky, obtemos (3.29), onde ¢(y1,v2) = Y(y1 + A) (1 — yl;(_ ) —

my(y1 + M)

a—+y+ A

n - B n
Y2 + &1+ ; a1 (y2 + &))" ] e Y(y1,y2) = 5lm(y2 —¢&1). Algumas
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derivadas j4 foram calculadas, que sdo da matriz (4.21), as demais sao:

73290(111, v2) = + 2mia Y2 + &1+ f ai (Y2 + &)™
0 a+2)  (a+y +N)>? L ’
=1
%oy, y2) amy - .
Z rA\JrJa) - = |14+ N + i ,
0y20y1 (a+X+y1)? ; vz + &)
*p(y1,y2) _ma(yi +A) i
Ty% CL+y1—|—)\ Zaznz 2_1 y2+§1) 5
Po(y1,y2) 6mia ] .
Z r\IIL) - + + 5 + 7 )
Oyt arm+ \278 ; o (2 + &)
oy, y2) 2amy < —1
— — 3 |1 ini " ;

Oy20y? (a+X+1y1)3 +;an(y2+£1)
8390(y17y2) i —

D92, RCESTESE + N Z aini(ni — 1) (y2 + &) ;
Py, y2) mi(y1 + ) (= 3
— 7 - i — 1) (m; — 2 n ;

o P ;an(n )i — 2)(y2 + &)
O*P(y1,y2) a+ A
Z 7L d2) ) -2

oy 51(y2+§1)(a+)\+y1)3,
Y (y1,12) 5ot A

0y20y1 (a+X+y1)%

0¥ (y1, ) Py ye) _ Pelyye) _
dy3 Y30y dy3 ’
PY(yr, y2) a+ A\
Z 7o g2 6 -
oy Bi(y2 + 51)(a ST
a3¢(y17y2) _2ﬁ CL+)\
Oy20y? ! (a+X+y1)3
00(0,0 ov(0,0
Agora, fazendo (y1,y2) = (0,0), temos #(0,0) = ¥(0,0) = 0 e também
oy 0ys
(0, O) _ 1+ Z Qi ni—1 ’ o(0,0) _ B1&
Y a + )\ o a+ A\
Pp(0,0) 2y *(0,0)  —2p6,
oy (a+2N)(a+N)’ oy (a+ N2
82@(07 O) anm; 14 Z Qe ni—1 ’ 82¢(O, 0) _ ﬂl ’
0y201y1 (a+ \)? Oy20y1 a—+ A
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9%¢(0,0)
A3

PPp(0,0)

Ay}
(0,0

8y28y%

o3 <p(0 0) _

0’¢(0,0) _
A3

obtemos

Oy30y

{1

Y2

Sabemos que ¢(0,0) =

n—1
miA 1 YA
_ 1 N i _ 2
>\< +§m’ ! >y2 @t 2n@r 0

anq i—1
+(a+)\ ( +Zami? >y1y2
myA < ay
1 ]
a+ )\ (l 1 ozﬂh 51 ) (a+)\)2(a+ 2)\)y1
anq = i—1
CESNE (1 + ;amié} ) Y1y
am
CL—I—l)\ (Z ami(mi — 1) >y1y%
i—3
a+ A <Z a;n; (1) —2)¢f ) y5 +O(lyl")
6i&s  B&G B
At AT (a2 T g A
ﬂlgl 3 6
+(CL—|— )\)3y ( + )\)leyZ —I—O(|l’| )

n—1
ml)\ i — 82?/)(07 0)
(Z agmi(n: — 1§ ) ; o2 =0,

_ bay FP(0,0) _ 66:&
(a+ N)2(a+2N)’ oy} (a+ N3
2am; 4 931(0,0) 23

— 1 - _
(a + A)3 ( + Z Qi ) ’ Dy20y3 (a+ N2’
amy -2 83?/)(0» 0) _
(a+ N)? (Z ini (n > ’ oy3oy, 0,
n—1

_miA oy —oyen—3 | (0,0)

PTISY (; 052772(772 1)(77@ 2)51 ) ) 8y§, = 0.

3

0 = ¢(0,0) e substituindo os cdlculos acima em (3.29),

(4.22)
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Denotemos os coeficientes do campo vetorial associados a 3j; por

CL():O
<1+Zamz e 1)
amy i—1
a4 = 75 a—l-)\ <1+Zaznz¥ )
ag = — it
T @+ M2(a+2))

amy
- (z il

DI ) ag =

CL1:O
(@t 2\)(at N

as = a+)\ <Z alnz

as

e os coeficientes do campo vetorial a 1o por

b(]:O,

b P&
ST (a+ N
b _ D&

T (a+ NP

amq i
ar = CESNE <1+ZO¢:771€1 )
ml)\
6(a+ ) (Z at(
B1&1
p— M b p—
a—+ >\7 2 07
B
p— M b p—
a+ >\7 5 07
b1
bs = 0; bg =0
@+ Az 2= ™

Fazendo Y = (y1,y2) e F(Y,0) =
(4.22) como Y = J5(0,0)Y + F(Y,0), onde

— 2)51“3)

Fi(Y,0) = agyi + asyrye + asys + acy; + aryiye + asyrys + agys + O([Y]),
Fy(Y,0) = bsyi + bavaya + bsys + beyi + bryiys + bsyrys + boys + O([Y|*) e

0 a9
']3(07O> = 9
by 0

1 1
= §B(K Y)+ EC(KKY) +0(]Y'[*), onde

ou, equivalentemente, F'(Y,0)

B(Y,Y) =
C(Y,Y,Y) =

(2a3y? + 2a4y192 + 2a5y3, 2bsy? + 2b4y1y2) €

(6agy; + 6azyys + 6asyiys + 6agys, 6bsy; + 6b7yiys).

(F1(Y,0), F»(Y,0)), podemos escrever o sistema
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B e C foram determinadas pela seguinte formula

2

O*Fy( 0°F;(n,0)

B;i((z1,2), (Y1, 42)) - Ty, 0=1,2
; m@nk p—o
¢ 2
P Fy(n,0
Ci((w1,22), (Y1, y2), (U1, u2)) ’ mykul, 1=1,2,
;1 077;(’)‘17@71 ’
logo

Bi((w1,22), (Y1,42)) = 2a321y1 + as®1y2 + sy + 2a572Y>
Bo((x1,22), (y1,y2)) = 2bsziyr + bax1ys + byxoys + 2bs22ys
Ci((x1,22), (Y1, ¥2), (u1,u2)) = 6agriyi1u + 2a721y1us + 2a721Y2uq + 2a3T1Y2Us
+2a7x2y1u1 + 2a8T2Y U2 + 2a3T2Y2uy + 6agTay2Us
Co((w1,22), (Y1, 42), (U1, uz)) = 6bszryrus + 20771y1u2 + 2b771y9uy + 208 1Y2Us

+2b7x2y1u1 + 2bg$2y1UQ + 2b8x2y2u1 + 6b9$2y2U2.

Por um resultado bem conhecido (veja Apéndice E) temos que o o primeiro coeficiente

de Lyapunov [1(0) de (4.22) é dado por

1 )
1,(0) = ﬁRe(wzogn + Woga1),
0

Onde q = (ZAvl) a (_ZAa 1)7 P = l(7'/A71)7 goo = <p7B(q7q>>7 g1 = <p7B(qva)>7 go1 =
(p,C(q,49,9)) e {-,-) é o produto interno em C.

Um célculo simples mostra que

L4 B(q, Q) = (—2a3A2 + 2ia4A + 20,5, —2b3A2 + 22b4A)
e B(q,q) = (2a3A% + 2as, 2b3A?)

® C’(q, q, a) = (6a6iA3 + 2@7A2 + QagiA + 6@9, 6b6ZA3 + 2b7A2>

Consequentemente,
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(l 920(0) = agiA +ay — £a5 — b3A2 + Zb4A
0 ZQQQ(O) = —agA + ia4 + % - ibgAz - b4A

O g11(0) = —iazA — £as + by A

(l igg(] (0)911(0) ZCL3A2 + a3a4A - ZCL36L5 — agbgA + za3b4A + za3a5 + a4a° —1 — CL5b3A +
ia5b4 — CL3b3A + ZCL4b3A + b3a5A — Zb§A4 — b3b4A3

0 wWog21 (0) = 3WQCLGA — (U()ZCL7A + woag — 30&)0@ + BWObGZAs + WQb7A2

e, portanto,
1 3 asas 3
ll<0> = 5 Y] (CL3(L4A — 2a363A 4 - b3b4A )
“o
1
+F (3w0a6A2 + woag + wOb7A2) (4.23)
a3a4A — 2&363A3 a4ad bgb4A + 3WQCLGA “+ woag + wob7A2

2wk

Levando em conta as expressoes de a;, b;, e A (i =1,2,...,9), temos

_9A3 — wola+A)° A 6i&s Wiy
S Y RV ORIV V1
3 2 3 3
wobr A2 — byby A3 — Cwpla+ A B +w0(a—|—)\) b B& _o.

prE? (a+A)? & a+A(a+A)
De (4.19), encontramos

wi(a+ N\)?
b

:ml

n—1
A&+ Z Q;1); ?]
i=1

e isto nos conduz a

mia

n—1
&+ Zoéﬂhf?i] miA [Z ani(n; — &P ]
a405 B =1

N CESY CESYE ICESY

n—1
myawo [Z aini(n; — 1) 717i_2]
i=1

2(a+ \)2
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a4a
e portanto, A wopag = 0. Além disso,

A
n—1
woya woya .
A = ]_ i g )\ - - i i )\
WU KB (A2 *ZO‘"& ]ml Kig(a+ ) €1+;“"§1]m1
B woya wo(a+>\) _ wia
Kp&(a+A)?  Kp NHI
wila
Da equacao anterior, Aasay + 3woA2ag = —2 575+ LOgo,
KB
Z(O)—i B wila _2w8’7>\ o wWoYA <0
W\ TKBG TKRG) TERG

Portanto, o sistema (4.18), e consequentemente de (4.14), admite uma bifurcagao
supercritica e a érbita gerada pela bifurcagao existe para a +2A < K <a+2X+4§ (J > 0)

e é orbitalmente assintoticamente estavel. Isto completa a prova. O
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4.4 Bifurcacao Zip
Nesta se¢ao, estudaremos a estabilidade dos pontos em H. FEm tal estudo sera
considerado a; < as < ... < ay, isto é, os predadores possuem respostas funcionais diferentes.

Nesta secao, consideraremos o caso a; < as < ... < Gy, € A\] = Ao = ... = \,.

Denotemos por J = J(S, x1, ..., x,) a matriz jacobiana do sistema (4.3), isto é,

<1 - —) Do mifl(S)e —mif() “maf(S) o —ma-sfons(S) —mafilS)
519’1(5)901 ﬂlgl(S) 0 0 0
J B2gy(S)z2 0 B2g2(S) ... 0 0
ﬂn—lgé—l(s)wn—l 0 0 B Bn—lgn—l(s) 0
Bngh (S)zy, 0 0 . 0 Brngn(S)
s S\ ,- , A
onde fi(5)2m>9i(5) PSSy fi(S )_(j_is)Qegi(S):(;TS) =1,2,...,n

Calculando J(S, zy, ..., z,) em ()\ &1, ...,&n) € H, obtemos

_E B )\i m; e - miA B Mo A B My A B mp\
K (a1 + N2 a4+ A ax+ XN @i+ A an+ A
B1é1 0 0 0 0
a, + A
Fato 0 0 0 0
ﬁn—lgn—l 0 0 0 0
Ap—1 + A
Bnén 0 0 0 0
an + A
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O polinémio caracteristico de J(\, &1, ..., &,) é dado por

P(p) = p"~

Zﬂl
u+u< AZ QZH )HZ o : (4.25)
De fato, temos
n+1 m
det(p — J) (,u )\Z ) "4 Z o j;)\Alj, (4.26)
j—

onde Ay; = (—1)7" det(n — J)1; e det(u — J)1; é o determinante da submatriz (u — J)i;

obtido a partir de u — J eliminando a primeira linha e a coluna j, j + 2,3, ...,n + 1, isto é,

(-1 G+1)
Bi&
— 0 0 0 0 0 0
a, + A K
B2bo
— 0 0 0 0 0 0
as + A a
J=(-pt| S BSsgg 0 0 0 0
( ) as + A K
ﬂn—lgn—l
——— 0 0 O 0 0 0
Ap—1 + A K
Bnén
— 000 ... O 0 ... 0
Ay + A . nxn

. . 6'_15'_1 _ ﬂ 15 1
Logo, Ay; = (=11 [(=1)7 [ =BS=L) | ZI1SioL 1 59 3 1.
080, Ay = (=1) {( ) ( a1+ ) " a1+ J n

Desta forma, o polinémio caracteristico de J(\, &y, ..., &,) é dado por (4.25). Portanto,
cada ponto de equilibrio em H tem 0 como autovalor de multiplicidade n — 1. Os outros dois
autovalores sao as raizes do polinomio entre colchetes. Agora, observemos que se A < K <

ai + 2\, entao

n

Z m; €4< 1 1_i< 1 1— )\ <l
2t T a A U E) Sa AU o) TR
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ja que a; + 2\ < a;11 + 2\, 1 =1,2,...,n. Similarmente, se K > a, + 2\, entao

m; i
Z (CLZ' + >\)2§Z ~ ?

i=1

Portanto, analisando o polinémio entre colchetes em (4.25), pela Proposicao 2.1,

concluimos que o ponto de equilibrio é estavel se, e somente se,

n

. m; v
A< K < a, + 2)\, Ppo1s ; mgl < ? (427)
Isto significa (em vista de [22] e [I], Capitulo IX, Teorema 6.1) que através de cada ponto

de equilibrio em H passa uma variedade diferenciavel estavel bidimensional e localmente
invariante; além disso, todas as trajetérias nesta variedade tende a (A, &, ...,&,) quando t

tende a infinito. Por outro lado, o ponto de equilibrio é instavel se

v

= (4.28)

K > a, + 2\, pois Z 722& >
i1 (ai + )\)

Isto significa que todos os pontos de equilibrio em (A, &1, ...,&,) € H sao instaveis, se K >

Qn + 2.

Agora estudaremos a situagao quando a; + 2\ < K < a, + 2\. Consideremos o

seguinte hiperplano

H, = {()\,51, ) € ]R’}r"'l : Z ﬁfz = %} . (4.29)

i=1
Com os comentarios anteriores podemos enunciar o seguinte o resultado:

Teorema 4.4.1. Suponhamos que 0 < A\ < K, X\, 3;, m;, a; sejam positivos e a1 < ag < ... <
a,. Se variarmos K a partir de um extremo do intervalo (aj + 2\, a, +2\) ao outro extremo,
entao Hy dado por (/.29) intercepta H e o hiperplano resultante da interse¢ao entre Hy e H,
se desloca através de H a partir do vértice no eizo x, ao vértice x1 € 0s equilibrios que sao

deixados para tras perdem sua estabilidade; quando a; + 2\ < K < a, + 2\ este hiperplano
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de intersecao divide H em duas partes, “uma superior” cujos pontos sao repulsores e uma

“inferior” cujos pontos sao atratores, isto €, o sistema admite uma bifurcacao Zip.

Demonstracgao: Mostraremos que quando a; 42\ < K < a,,+2\, o hiperplano de dimensao
n — 1 em R dado por (4.29) intercepta H, e os pontos de equilibrio em H perdem sua
estabilidade. Denotemos as coordenadas de intersecao de H com os eixos coordenados por

(2},0,0,...,0), (0,2%,0,...,0), ..., (0,0,0, ..., 2%) e de Hy por (z},0,0,...,0), (0,2%,0,...,0),
y(a; + AN)(K = X)

é uma fungao decrescente em K; além disso, como a fungao

.., (0,0,0, ..., x%,). Observemos que z%; = ¢ uma funcao crescente em K

y(a; + N)?

K(a) = a+ 2\ é crescente em a € [0,a, + 2)A) temos A < K7 < Ky < ... < K,. Um

i
por outro lado, x%, =

célculo simples mostra que se A < K < K;, entdo 2} < xy, e 2y = 2%, em K = K; para
1 = 1,2,...,n. Consequentemente, para A < K < Kj o hiperplano H esta abaixo de H; e
alcanca H; em K = K. Neste caso, a desigualdade em (4.27) é valida para todos os pontos

em H. Quando aumentamos K > Ki, o hiperplano H corta H; e alcanca z% = {E%ql em

K = Ky; alcanca x%, = x?}h em K = K3 e, assim sucessivamente, até alcangar z = 1%, em
K = K, o hiperplano H; corta o hiperplano H fora do octante positivo, de modo que agora
H, se encontra abaixo de H (veja Fig. 4.2). Neste processo, para pontos na parte de H
que ja se encontram acima do hiperplano H; a condigao (4.28) é valida. Isto significa que os

equilibrios nesta parte do hiperplano tém variedade instavel de dimensao n — 1, implicando

que os pontos nesta parte de H sao instaveis.

Provaremos que cada ponto na parte inferior de H sao estaveis no sentido de Lya-
punov. Para este propdsito, utilizaremos alguns resultados, do Apéndice A, segundo Hartman
(ver [1]). Sabemos que através de cada ponto na parte inferior de H, o qual trataremos de
trajetoria nesta variedade, tende a (\, &y, ..., &,) exponencialmente quando ¢ — oo. Obvia-
mente, (X, &1, ..., &,) é assintoticamente estavel com respeito a restrigdo do sistema (4.3) a esta
variedade. Vamos provar que em cada (X, &, ...,&,) € Hy as variedades que correspondem a
esses pontos, preenchem uma vizinhanca de Hg, o que provara que estes pontos sao estaveis

no sentido de Lyapunov.

Vamos parametrizar H, da seguinte maneira: Seja X; = (z},2%,...,2%) € H N Hy,
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T s
VARRY
/ \\
/ N H
/ N 1
/ N
// H \\\
/ AN
/ =
7 -7 T2 L2
, .
/ _-- “R™
/ _ - -
T Ty
1 1 _ 1 .1
Sel < A< K < Ky, oy < g, SeK = K,z = xy,
T x
H
AY
/I \\Hl
/ AN
// / °
// ’/,’/ T2 // ”/, To
R 7
// - _ R’!L
n T
SeK, < K = Ky, v, < a7, SeK > K,, xf < o,
Figura 4.2: Intersecao dos Hiperplanos
entao
S = A
_ _ 1 1 1
T1 = & =xy +s(r; —1p)
2 2 2
To = & =y + s(x] — %)
(4.30)
n—1 n—1 n—1
Tpor = &u1s=2f + S(xl — Ty )
Ty = & =527, 0<s<1.

Se s = 0, entao obtemos as coordenadas de intersecao de H com os eixos coordenados S,

T1yeeeslp—1.
0 < sy <1, isto é,

51 = 5130 =

X}{ + So(l’} — LL’}{)

Se s = 1 obtemos X; = (z},2%,...,27). Seja & fixo correspondendo ao valor

Desta forma, H; corresponde ao intervalo fechado [0, sg]. Para cada s € (0, sq], o seguinte

sistema de coordenadas serd introduzido: a origem serd em (A, &y, ..., &us), dois vetores da
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base serao fixados no autoespago bidimensional correspondendo aos dois autovetores com
parte real negativa da linearizagdo do sistema (4.3) em (A, &g, ..., &) € n — 1 vetores da
base serao fixados em H, os quais sao autovetores correspondendo aos autovalores nulos.
Por (4.30), &5y &as,---,Ens dependem continuamente de s e, como consequéncia, as raizes do
polinémio caracteristico (4.25), também dependem continuamente de s. Os dois vetores da
base no autoespaco bidimensional correspondendo as raizes com parte real negativa podem ser
escolhidos como fungoes continuas de s no intervalo [0, sq], j& que a diregao deste plano varia
continuamente. A familia a um parametro de transformacoes de coordenadas dependentes

de s € [0, so] descrita acima, pode ser dada na seguinte forma

_ {1 _ s ]
Y2 z1 — &1s
21 Ty — o
z | = R(s) x3 — &35 ’ (4.31)
Zn—2 Tr1— Ents
| “n—1 | | T T Ens i

onde denotamos por ¥,y as coordenadas no autoespago bidimensional, 21, 2o, ..., 2,1 deno-
tam as coordenadas em H e R(s) é a matriz (n+ 1) x (n+ 1) invertivel, R € C[0, so]. Sob a

transformagao de coordenadas (4.31), o sistema (4.3) assume a forma

y = P(s)y+F(y,z,s)
2 = Gy, z,9),

(4.32)

onde P ¢é uma matriz estavel 2 x 2, F' é um vetor bidimensional e G um vetor de dimen-
sao (n — 1), P, F, F,, F,G,,G" € C em uma vizinhanga da origem (y1, ¥z, 21, 22, .., Zn—1) =
(0,0,...,0) e, para todo s € [0, so], F'(0,0,...,0,s) = G(0,0,...,0,s) =0, 9, .F(0,0,...,0,5) =
0,..G(0,0,...,0,s) = 0. Como podemos apreciar no Apéndice A, o sistema dinamico gerado
por (4.32) é da forma (A.9) com Q(s) = 0, satisfazendo todas as condigoes do Lema A.0.4.

Assim, pelo Lema A.0.3 a funcao g : W x [0, so] — R" lexiste, onde W é uma vizinhanga de
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(y1,y2) = (0,0), g € C e, para s € [0, so| fixado, a superficie

{((ylay27zla 22, "'7Zn—1) € Rn+1 : g(ylayQa S)a (yl>y2) € W}

¢ uma variedade localmente invariante de (4.32). Realizando a transformagao de coordenadas

(4.31) e substituindo a func¢ao g por z, obtemos

S A
X1 fls
¢ Y1
T s
‘= 2 LR |- (4.33)
’ 9(y1, Y2, 5)
Tp—1 gn—ls
In gns

Para s € [0,sg] fixo, (4.33) é a equacao paramétrica da variedade invariante estavel do
sistema (4.3) passando através de cada ponto de equilibrio (A, &y, ...,&,) € Hs. A aplicacao
(y1,Y2,8) — (S, 21, ..., x,) do cilindro sélido W x [0, s¢] sobre o espago s, x1, ..., z,, definida por
(4.33) é continua e bijetora sobre sua imagem (devido a unicidade de solugdes e regularidade
da matriz R(s)™!). Portanto, pela Observacao 3.4.1 esta aplicagio é um homeomorfismo

sobre a sua imagem. O



APENDICE A

Alguns Resultados

Lema A.0.1. As solugdes de (5.1) sdo limitadas e permanecem no octante positivo.

Demonstragao: Segue da Proposicao 4.1, onde é demonstrado o caso (n + 1)-dimensional.

U

Lema A.0.2. Uma condigcao necessaria para que alguma espécie de predador sobreviva é

0< M\ < K.

Demonstragao: Se b; < 1, temos, de (3.3), que \; < 0. De

s (S

segue que tlim x;(t) = 0; enquanto que, se A\; > K, entao
— 00

zi(t) = xioe/ot (#_S(dg)) (S(g) - bici 1) dg.

Usando o fato de que S(t) é limitada, também concluimos que tlim z;(t) = 0. E facil ver que

quando \; = K, tlim z;(t) = 0. O

Teorema A.0.2 (Bifurcacao Poincaré-Andronov-Hopf). Sejam & = A(N)x + F(\, x) campo
vetorial planar dependendo do pardametro escalar \ e F de classe C*, com k > 3, tal que

F(A,0) =0 e Dy(F(\0)) = 0, para todo |\ suficientemente pequeno. Assumamos que a



102

parte linear A(X\) na origem tenha autovalores au(A) £ i5(\) com a(0) =0 e 5(0) # 0. Mais
ainda, suponhamos que os autovalores cruzam o eixo imagindrio com velocidade ndao nula,

1sto €,
2 (0) # 0 (A1)
) . .
Entio, em qualquer vizinhanca U da origem em R? e qualquer g > 0 existe um X com
N < Xo tal que a equacdo diferencial i = ANz + F(X\, x) tem uma drbita periédica nao

trivial em U.

Demonstracao: A demonstragao encontra-se em [3]. O

Teorema A.0.3. Consideremos a equagdo diferencial

' = E{+ F(E), (A.2)

onde F (&) de classe C' e F(0) =0, 0:F(0) = 0. Seja E a matriz constante que possui d > 0
autovalores tendo partes reais negativas, digamos d; autovalores com partes reais iguais o,
onde a1 < -+ < a,. <0 edy +---+d, =d enquanto que os outros autovalores, se houver,
tenha partes reais ndo negativas. Se 0 < € < —a., entdo (A.2) tem solugoes & = £(t) # 0
satisfazendo

1€E@®) et — 0 quando t — oo (A.3)

limt log ||€(t)|| = u  para algum . (A.4)

Mais ainda, para € > 0 suficientemente pequeno, o ponto & =0 e o conjunto de pontos & em
solugoes £(t) satisfazendo limt ' log ||£(t)|| < i, para i fizado [ou limsupt~!log||£(t)]| < 0]
quanto t — oo, é uma variedade C' localmente invariante S;fou S, de dimensao dy+- - -+d;[ou

di+ - +d, =dJ.

Demonstragao: A demonstracio pode ser encontrada em [[1], Capitulo IX, Teorema 6.1].

U

Para provarmos o Teorema 3.4.1, precisamos da generalizacao de alguns teoremas
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segundo Hartmam. Veja [[1], Capitulo IX, Lema 5.1, Corolério 5.2].

Lema A.0.3. Para s € [0, s0], so > 0, seja P(s) um matriz estavel p x p e Q(s) uma matriz
q X q cujos autovalores tém partes reais nao negativas, para todo s € [0, sq], suponhamos

ainda que P,Q € C°)0, so], e seja T : RP x R? x [0, s9] — RP x R? definida por
Tl Y= eP(S)y + Y(y> Z, S)a z21 = 6Q(8) + Z(y> Z, S)a (A5)

para (y,z,s) € R? x RY x [0, s0], onde Y, Z,Y,,Y!, Z), Z, € C°, Y(0,0,s) = Z(0,0,s) = 0
e matrizes Jacobianas 0(y,.)Y (0,0,s) = 0y, Z(0,0,s) = 0; entdo existe uma vizinhanca da
origem W, C RP e uma fungao g : W, x [0, so| — W, (W, wma vizinhanc¢a da origem em R?)

tais que g, g, € Y, ¢(0,5) =0, 9,9(0,s) =0, e a mudanga de coordenadas
u=y,v=1z-g(y,s) (A.6)
transforma (A.5) em
uy = ePOu+ Uu,v,5), v, = Qv + V(u, v, s), (A.7)
onde
U(0,0,5) =V(0,0,5) =0, OuunU(0,0,5) = 0unV(0,0,5) =0, e V(u,0,5)=0. (A.8)

Observagao A.0.1. Chamamos a aten¢ao para o fato de que (A.8) significa que se (u,v) =
(u,0), entao sua imagem pela aplicagao (A.7) € (u1,v1) = (u1,0). Isto €, se nas coordenadas
originais z = g(y, s), entao por (A.5) vale z1 = g(y1, $), ou seja, o conjunto {(y,z) € RPxR?:
z = g(y,s)} € uma variedade invariante de T", para cada s € [0, so] fivzo. A demonstragio

coincide passo a passo com a demonstracao de [[1], Capitulo IX, Lema 5.1].

Lema A.0.4. Para s € [0, 0], so > 0, sejam P(s) e Q(s) matrizes como no Lema A.0.3,

e consideremos a familia de sistemas dinamicos T' : [0,00) x R x R? x [0, so] — RP x R?
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dependente do parametro s definida por

T: y(tay()azO?S) = eP(S)tyO +Y(tay072078)

z(t, Yo, 20, 8) = eQ(s)tzo—i-Z(t,yo,zo,s), (A.9)

para t € [0,00), yo € R?, 2 € RY, s € [0,80) onde Y, Z,Y,Y, Y} 2,7

7 7 Yo’ Yo’

Y (t,0,0,s) = Z(t,0,0,5) =0, Oyp,20)Y (¢,0,0,5) = Oyy,20)2Z(t,0,0,5) =0, e seja

Zy, € C°,

T_l : y(1> Yo, 20, S) = eP(S)yO + Y(la Yo, 20, S)

2(Lyo,20.8) = ez + Z(1,y0, 20, 8);
se g € a fungao fornecida pelo Lema A.0.3, para esta T, entio (A.6) transforma (A.9) em

u(t, ug, vo,s) = e" g+ U(t, ug,vo, s)

U(t7 Ugp, Vo, S) = eQ(S)tUO + V(t, Ugp, Vo, 8)7
onde U(t,0,0,s) =V (t,0,0,5) =0, Oyo,20)U(,0,0,5) = Opy,20)V (£,0,0,5) =0 e
V(t, U, O, S) = 0,

e seyo # 0, |yo| € suficientemente pequeno e zy = g(yo, s), entdo 2(t,yo, 20, 5) = g(y(t, Yo, 20,

s), s), para todo t € [0, 00),
|2(t, Yo, 20, 5)| .

0
|y(t7 Yo, 20, S)|
e
lim sup [t_l log |y(t, yo, 20, S)H <a, quandot— oo,
onde o < 0.
Demonstracao: Este lema é uma consequéncia do Lema (A.0.3), visto que, [[!], Capitulo

IX, Corolério 5.2] é uma consequéncia de [[!], Capitulo IX, Lema 5.1]. O
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Método de Poincaré

Nesta se¢ao, iremos apresentar o Método de Poincaré para o caso m = 1. Este caso

nos dara uma condi¢ao necessaria para que a origem seja um centro.

Consideremos a classe de sistemas

com X,,(z,y), Ym(x,y) funcoes reais definidas em R?  anulando-se simultaneamente somente

em (z,y) = (0,0) e homogéneas de ordem m, m > 1, ou tais que
XAz, Ay) = X" X (2, y), Yu(Az, Ay) = N"Y,(x, y), (B.2)

para qualquer constante real .
Se introduzirmos um sistema de coordenadas polares g, § com polo (0,0), por z =
ocosf, y = psinf, o sistema (B.1) torna-se

0= sz(e)’ 9 = Qm_lN(9)> (B3)

onde
Z(0) = Y., (cos 0, sinf) sin 0 + X,,,(cos 6, sin 0) cos 6,

Y, (cos B, sinf) cos§ — X, (cosd,sin ) sin 6.

=

—~

N>
I
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Assumiremos que N(f) # 0, e que o sistema (B.1) pode ser escrito como

t=X(2,y), y=Y(z,y), (B.5)

onde
X=y+Xo+ .. +X,+ ..,
g (B.6)
Y=—2a4+Ys+..4+Y, +..

e X,, Y, denotam polindmios de grau n em x e y.

Do sistema (B.5) podemos associar ao polinomio linear a seguinte equacao diferencial

parcial
oF oF

e podemos verificar imediatamente, que se ¢(x,y) = const. é solugao geral da equagao

dxr  dy (B.8)

entao a fungao F[p(x,y)], onde F' denota uma fungao arbitréaria diferencidvel, é uma solucao

da equacao (B.7), e reciprocamente, se F'(x,y) é uma solucao da equagao (B.7), entao
F(z,y) = const. é uma solugao da equagao (B.8).

Agora pretendemos descobrir se (B.7) tem uma solucao da forma

F=FR+F+..+Fy, (N<+00), (B.9)
onde F}, Fy, ... sao polindbmios homogéneos em x, y, de graus 1, 2, ..., respectivamente. Subs-
tituindo (B.9) em (B.7), encontramos F; = 0, Fy, = 22 + y?. Portanto,

F=2+y"+) F, (B.10)
i>3
e (B.7) pode ser escrito como

oF oF OF, OF,

X—+Y—= — —o— —H B.11
ox y ;3 (y or y k) ’ (B.11)
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onde

k—2

OF, OF)_
—H, = 23X5_1+2yYi1 + { By B (R =4.5,..), (B.13)

— or dy

e agora estudaremos as equacoes
OF,  OF,

= H,. B.14
Yon + En k ( )

Notemos que se fizermos uma mudanga para coordenadas polares (z = gcosf,y =

osin ), entao

0Fk(x,y) . 8Fk . 8Fk . 8Fk 8Fk
T— Q%SIHQ‘I‘Qa—yCOSH— o — Y+ = ay
Portanto, em termos das coordenadas g, 0
Hy, = o"4p(0), (B.16)
k
pe(0) = D [Aicosif + Bysinlb], (B.17)
1=0
k
Ui(0) = [Cycos 0+ Dy sinl], (B.18)

=0

d
(A;, By, C), Dy), entao a equacao (B.14) torna-se ——— = 9 (0), o

k k
Zl [A;sinlf — By coslf] = Z [C)coslf + Dsinlf],
1=0

=1

e, consequentemente, podemos ter

D C
CO = 07 Al == _Tlv Bl ll (l = 1,2, ) (Blg)
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Se k é impar, 1;(0) é uma funcao impar de 6, entdo a condi¢ao Cy = 0 é satisfeita,

e (B.19) determina os coeficientes A;, B; e, consequentemente ¢ (6) e Fj.

Se k é par e Cy nao é zero, entdo é impossivel satisfazer (B.14) com um polinomio

homogéneo em z, y de grau k. Entretanto, podemos satisfazer a equacao

OF) OF,
ya—; + l’a—yk = Hk — 00(1’2 + y2)k/2, (BQO)

com o polindomio homogéneo de grau k em z, y, e F) serd determinada por uma constante

arbitraria Ag.

Estabelecido isto, calculamos F3 com o método descrito acima. Passando para Fj,

pode ser que nao seja possivel calcula-lo a partir da equacgao

OF,  OF,
y% + l’a—y = H4

porque encontramos Cy # 0, e supomos geralmente que Fy;(i > 1) é o primeiro polinémio cor-
respondendo a uma contante Cy # 0, calculada por (B.20), e determinamos arbitrariamente

as constantes em que F}, Fg, ..., Fy; dependem.

Consideraremos a funcao
F=2>+ "+ Fs+Fy+ ...+ Fy (B.21)

e notemos que por (B.11), (B.17), (B.18) e (B.20), temos

OF oF ) o .
Xa—ijY%_ Co(x* + y*)i + Qz,y),

onde Q(x,y) é uma série de poténcia em (z,y) com todos os termos de grau maiores que 2i.



APENDICE C

Lema de Gronwall

Em matematica, o lema de Gronwall estabelece uma importante estimativa aplicavel
as desigualdades envolvendo derivadas ou integrais. Além disto, é uma ferramenta usada
para obter variadas estimativas em equagcoes diferenciais ordinarias. Em particular, é usado
para provar a unicidade de uma solugao para um problema de valor inicial (como o conhecido

Teorema de Picard-Lindelof).

O Lema de Gronwall foi nomeado a partir de Thomas Hakon Gronwall (1877-1932).
A forma diferencial foi provada por Gronwall em 1919, enquanto que, a forma integral por

Richard Bellman em 1943.

Lema C.0.5 (Lema de Gronwall para integrais). Sejam ¢(t), «(t) e ((t) funcoes reais

continuas no intervalo em |a,b) com B(t) > 0. Se

() < alt) + / B(s)p(s)ds,

para a <t < b, entao

t tﬁ(w)dw
p(t) < aft) +/ a(S)ﬁ(S)ff/S ds,

para a <t <b.

Demonstragao: Veja [21]. O

Lema C.0.6 (Lema de Gronwall para derivadas). Denotemos por I um intervalo da reta da
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forma [a,+00) ou [a,b] ou [a,b) com a < b. Sejam (B e u fungdes continuas reais definidas

em I. Se u € diferencidvel no interior de I(1°) e satisfaz
u'(t) < B(t)ult), vie I’

entao
B(s)ds
u(t) < u(a)e/a :

para todo t € 1

Demonstragao: Se

o(8) = e/atﬂ(s)ds

¢ a solugao de v'(t) = B(t)v(t), com v(a) = 1, entao v(t) > 0, para todo t. Logo

d (g) _ u'v —v'u < Buv — fou

2 2

=0,

para t > a, assim

U—O<M:u(a)

v(t) ~ v(a)

provando o lema.
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Critério de Dulac

O Teorema da Divergéncia fornece um caminho para provarmos a nao-existéncia de
orbitas periddicas em algumas regides do espaco fase. Recordemos que, se I' é uma curva
fechada simples com vetor normal n envolvendo uma regiao R e f : R? — R? um campo de
vetores continuamente diferencidveis e ¢ : R?> — R uma funcao continuamente diferencidvel,

entao o Teorema da Divergéncia estabelece que

Jotwpyar= [ [ aiv(apjasay,

onde gf é um vetor, e nao a composicao g o f.

Teorema D.0.4 (Critério de Dulac). Se eziste um func¢ao continuamente diferencidvel g :
R? — R tal que div(gf) € continua, de sinal constante e ndo identicamente nula em um
dominio simplesmente conexo D, entdo & = f(x) ndo tem orbitas periddicas inteiramente

contidas em D.

Demonstragao: Suponhamos que exista uma 6rbita periédica inteiramente contida em D.

Entao,

//Adiv (9f)dzdy # 0,

onde A é a regiao delimitada por I'. Assim, div (gf) é estritamente maior ou estritamente
menor que zero em todo A. Mas uma dérbita periddica é uma trajetoria, e portanto, tangencia

o campo de vetor f. Entao nf = 0, onde n é o vetor normal a 6rbita periddica. Desta forma

/F g(n.f)dl =0,
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o que contradiz o Teorema da Divergeéncia. ([l
Exemplo D.0.1. Consideremos o modelo de Lotka-Volterra

T =x(A— a1z + bry)
¥ =y(B — agy + by),
onde a; >0, 1=1,2.

Consideremos a funcao g(x,y) = (zvy)~t. Entdo

9f = (A= @z +by), 2" (B — agy + by))
€, assim,
div(gf) = —ary ™' —agz™" e div(gf) <0,
para niumeros positivos x e y.
Desta forma, pelo critério de Dulac, nao existe orbitas periodicas contidas no qua-

drante positivo.

O que vimos neste apéndice pode ser encontrado em [33].



APENDICE E

Bifurcacao de Andronov-Hopf

E.1 Bifurcacao de Hopf no plano

O propésito desta secao € justificar o surgimento da Bifurcacao de Hopf para valores
do parametro a em uma vizinhanca de 0 e de —1, e € > 0. Pela simetria do problema vamos
analisar apenas em uma vizinhanca de 0. O que descrevemos neste apéndice pode ser visto

com detalhes em [22].

Consideremos o sistema genérico
&= f(z,a), (E.1)

onde (7,0) € R?x Re f € C?(R? x R).

Denotaremos por x = (x1,22)7 e consideramos a seguinte familia a um parametro

T a —1 x T
= @) | (E.2)
Ty 1 « To T2

onde o € R. Notemos que (z1,29)7 = (0,0)T é o ponto de equilibrio deste sistema com a
matriz Jacobiana

a —1

A:

tendo autovalores \y = a+ie Ay =a — 1.
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Trabalharemos no plano complexo, assim
z=11 +iTy, Z=2x, —ixg, |2|°=2Z =27+ 23
Estas variaveis satisfazem a equacao diferencial
b= a1 +ixy = a(ry +ixg) + i(w) +izy) £ (z1 + ixo) (2] + 23),

e podemos, entretanto, re-escrever (E.2) na forma complexa

Z =1 +ity = (a+1)z £ 2|22 (E.3)

Usando a representacao z = pe'?, p > 0, obtemos
5= pe’ + pife’,

ou

pe’ +iphe = pe(a +1i + p?),

o que nos dé a forma polar do sistema (E.2):

) = pla =+ p?
p pla =+ p%) (E.4)
0=1.

Considerando o sistema (E.4) com o sinal “-”, vemos que

(1) para o < 0, p é decrescente, pois p < 0;
(2) para o = 0, p é decrescente, pois p < 0;

(3) para a > 0, p é decrescente se for maior que y/« e é crescente se for menor que /a. Nao
hé variagdo quando p = y/a ou p = 0. Na Figura E.1, temos a representacao para estes

trés casos.
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T2 ) )

(& | (7
SR RS

a<0 a=0 a>0

X1

&

Figura E.1: Bifurcacao de Hopf Supercritica

Agora, considerando o sistema (E.4) com o sinal “+”, obtemos

(1) para o < 0, p é crescente se for maior que v/—a e é decrescente se for menor que /—a.
Nao h4 variacao quando p = /—a ou p = 0.

(2) para oo = 0, p é crescente, pois p > 0;

(3) para o > 0, p é crescente, pois p > 0. Na Figura FE.2, temos a representacao para estes
trés casos.

X9 To T2

/Q /7

(e
2

a<0 a=0 a>0

Figura E.2: Bifurcacao de Hopf Subcritica

O fenomeno acima é chamado de Bifurcacdo de Hopf e pode ser representado no

espago (r1,x2,«). A familia de ciclos-limite forma um paraboloide. Veja Figura E.3.

Na Figura E.3 a esquerda, a bifurcacao recebe o nome de supercritica, enquanto que,

a direita é chamada subcritica.

Definicao E.1.1. O sistema (E.2), ou equivalentemente (E.3) e (E.4) serdo denominados
Forma Normal da Bifurcagcao de Hopf.



E.1 Bifurcacao de Hopf no plano 116

T )

I Al\E
U Y a Y YV oa
) e
Figura E.3: Bifurcacao de Hopf no espago fase-pardmetro
Consideremos os sistemas dinamicos
t = f(r,a), z€eR" «aeR™ (E.5)
y = fly.0), yeR", [BeR™, (E.6)

com lado direito diferencidvel e com o mesmo nimero de varidveis e parametros.

Definicao E.1.2. O sistema dinamico (E.5) é chamado topologicamente equivalente ao Sis-

tema dinamico (E.0) se

(i) existe um homeomorfismo do espago de parametro p : R™ — R™, [ = p(«);

(i1) existe um homeomorfismo parametro-dependente do espaco fase hy : R" —
R™, y = ho(x) aplicando orbitas do sistema (E.5) para o parametro a sobre
orbitas do sistema (E.6) para o parametro = p(«), preservando a diregdo

de tempo.

Exemplo E.1.1. O sistema dinamico © = x € topologicamente equivalente ao sistema

dinamico 1y = 2y.

Defini¢ao E.1.3. Os sistemas (E.5) e (E.6) sao chamados localmente topologicamente equi-
valentes em torno da origem, se existe uma aplicagao (z,a) — (ho(z),p(a)), definida em

uma pequena vizinhanga de (z,a) = (0,0) em R™ x R™ e tal que
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(i) p:R™ — R™ € um homeomorfismo definido em uma pequena vizinhanca de
a=0, p(0) =0;

(ii) hey : R™ — R™ é um homeomorfismo parametro-dependente definido em uma
pequena vizinhanga U, de x = 0, ho(0) = 0 e leva orbitas do sistema (E.5)
em U, sobre orbitas do sistema (E.6) em ho(U,) preservando a diregao de

tempo.

Enunciaremos a seguir um lema importante que diz que em torno da singularidade,
em nosso caso a origem, o retrato de fase de um sistema com termos de ordem 4 tem o mesmo

comportamento se desprezarmos estes termos.

Lema E.1.1. O sistema

.fl,:l a —1 T
2 2
= + (27 +23)
1:2 1 « i) i)

X1

+O0([l="), (E.7)

onde x = (x1,22)7 e O(||z||*) representa os termos de ordem 4 e dependem suavemente de

a, € localmente topologicamente equivalente em torno da origem ao sistema (E.2).
Demonstracao: Veja [22]. O

Consideremos a familia & = f(z,«) tal que a = 0, f(0,0) = 0 e a matriz jacobiana
J£(0,0) possui os autovalores Ao = Ziwp, com wy > 0. Assim, o sistema (E.7) pode ser
escrito como

&= A(a)r+ F(z,a), (E.8)

onde A(a) = Jf(0,a), F(z,a) = (Fi(z,a), Fy(x,a)) é de classe C", F; : R* x R — R, para
i=1,2, e F tem expansiao de Taylor iniciando com termos de O(]|z||?).

A matriz A(a) tem autovalores A\j(a) = AM(a) e Ay(@) = A(«), onde (o) = y(a) +

iw(ar). Queremos mostrar que A(0) = v(0) + iw(0) = 0 + iwy, com wy > 0.

Lema E.1.2. O sistema (E.8) pode ser escrito, para « suficientemente pequeno, na forma

Z=Ma)z+9(2,7,a) (E.9)
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onde g = O(|z]?) é uma fung¢io C™ dada por

e seja p(a) € C?%, de forma que

E sempre possivel normalizarmos p em relacao a g:

{p(a) q(a)) =1,

onde (-, ) significa o produto interno em C%: (p, q) = Piq1 + D2qo.

Dado qualquer vetor z € R?, podemos escrever

z = zq(a) + Zq(w),
para algum z € C. Assim,

(p(a),x) = (pla), 2q(@) +Zg(a))

= 2 +7{p(a), ¢()). (E.10)

Agora, sendo ¢(a) um autovalor complexo de A(«) associado a A(a)

- 1 -
q(a) = ﬁA(a)Q(a),
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entao

= \o) <p(a),@> . (E.11)

pois A(a) # A(«).
Portanto,(p(«), x) = z. Desta forma, por (E.8),

¢ = (pla),z) = (p(a), A(a)z + F(z,a))

= Ma)z + (p(e), F(zq(e) + Zq(a), a)),

fazendo uma comparacao com (E.9), concluimos que

A expansao em Taylor de ¢g(z,Z, @) em torno de « é dada por
= 1 k=
g(z,z,a) = Z ngl(a)z <5
k+1>2

ak—l—l

B

{p(@), F(2q(a) +Zq(), a))

onde gg(a) .7 bara kE+1>2 k1=0,1,2,..

z=

Suponhamos que, para o = 0, F(z, ) seja representada por

1 1
F(x,0) = 5B(z,2) + £Clw,2,2) + O]l
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onde B(x,r) e C(x,y,u) sao multilineares simétricas, com z,y,u € R?. Temos
2
LYk, L= 17 2
; ank =0 ’
© 2
3 Fi(n,0) :
IL’ Y, U x'ykulv = 172
;1 877J877k877l !
Desta maneira, sendo B(q,q) = B(q, q)
B(z,x) = B(2q+Zq,29+Z79)
= 2*B(q,q) +222B(q,q9) + °B(3,q). (E.12)

Denotaremos por ¢ = ¢(0) e p = p(0). Sendo assim, os termos quadraticos em

1
' [g21 (O)Zzz -+ 912(0)25

Sl90(0)2* + 4 0)] + o

9(2767 O) = 911(0)22 + 91

podem ser expressos por

gu = (p,B(¢,9))
g0 = (p.B(q,q))

gz = (p,B(7, 7))

Analogamente, com C(z,x,z) = C(2q 4+ Z G,2q + Z G, 2q + Z G), obtemos os coeficientes de

ordem 3 e

gn = (0, C(q,4,9)).

Lema E.1.3. A equacdo

p= e+ 202+ guaz+ 22221 0(2P),

onde A = MNa) = y(a)+iw(a), v(0) =0, w(0) = wy > 0 e g;; = gi;(a), pode ser transformada,
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pela mudanca de coordenadas

hao h
z=w+ Tw + hyww + ;2_2, (E.13)

para todo |a| suficientemente pequeno, na equag¢io sem termos quadrdticos

W = w + O(lw]).

Demonstracao: Considerando a mudanca de coordenadas inversas dada por

h hoz
w-z—%zQ—hllzz—T + O(|2*),

obtemos

w =z — hgozz — hll(é’g‘l' ZE) - h()QZ_:Z“_ O(|Z|3)
= )\ + (g;(] )\hgo) 2% 4+ (911 - )\hll — )\hll)ZZ + (g;(] Xhog) 22 + O(|Z|3)
1

1 — —
= \w+ = g0 — )\hgo) ’UJ2 + (911 — )\hn)w@+ 5 (920 — (2)\ — )\)hog) w2 + O(\w|3)

5

Para eliminarmos os termos de ordem 2, fazemos ¢gog — Moo = 0, g11 — M1 = 0 e

G20 — (2X — A)hgz = 0 que, respectivamente, nos d4

920 o

h20:77 hn:% e hp = 920

2N —\

Isto é sempre possivel, pois para |a| suficientemente pequeno, A(a) # 0 e A(a) # A«), ja

que A(0) = iwgy # 0. Isso conclui a prova. O

Lema E.1.4. A equacdo

s= a8 4 ey T2 T8 L O(l2)Y),

6 2 2 6

onde A = MNa) = y(a)+iw(a), v(0) = 0, w(0) = wy > 0 e g;; = gi;(a), pode ser transformada,
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pela mudanca de coordenadas

h30 h21 2_ h12 h03 _2
= — — — E.14
Z=wt W S+ 5 W+ W W+ 3 (E.14)

para todo |a| suficientemente pequeno, na equag¢io com somente um termo ciubico
. 2 4
W= A\w + coww + O(|w|*),

onde ¢; = ¢1(a).

Demonstracgao: Considerando a transformacao inversa

h h h h
w=z— %z?’ 221223 - ng — %53 +O(|2%),

obtemos
h h . hp hso
W o= - 2225 — 2L(2275 + 2%7) — —2(322 + 2277) — —22%2 4 O(|2]Y)
2 2 2 2
Ah Ah
— A +<%— 23°)z3+<%—m21— 21) 2z
Ah Ah
+ (% - 212 - )\hlg) 22+ (% —203) 2 4+ 0(|2]%)
1

1 _
= \w + 6 (ggo — 2)\h30) w3 + (921 - ()\ + )\)hgl)’w w

1 _ 1 _
+3 (912 — 2\h12) W + G (903 + (A — 3Xho3) @° + O(|w|*).

Entao, tomando

g30
A=\

h30—2i)(\] h12:g_1; e hyp=

podemos anular todos os termos cibicos na equacao resultante exceto o termo w?w, que
serd tratado separadamente. As substitui¢oes sao validas desde que todos os denominadores

envolvidos sejam nao nulos, para todo |a| suficientemente pequeno.
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Podemos eliminar também w?w tomando, formalmente,

h21 =

A+ N

Isto é possivel para todo a # 0, mas o denominador se anula quando a = 0: A(0) + A(0) =

921 0

twg — twg = 0. Entao escolhemos hy; = 0 e denota-se ¢; = 5

Definicao E.1.4. O termo w?w é chamado termo ressonante.

O coeficiente do termo ressonante ¢é igual ao coeficiente do termo cibico 227 na
equagao (E.14).
Lema E.1.5 (Forma normal de Poincaré para a Bifurcacao de Hopf). A equagdo

: 1 _
2= Mz+ Z nglzkzl +O(|2), (E.15)

2<k+I<3

onde A = \Na) = y(a)+iw(a), v(0) =0, w(0) = wy > 0 e g;; = gij (), pode ser transformada,

pela mudanga de coordenadas

h h h
z:w+ﬂw2+h11w@+%ﬁ2+ﬂ

h h
5 w? + ﬁwEZ + EEQ

6 2 3

para todo |a| suficientemente pequeno, na equag¢io com somente o termo ciubico ressonante
W = Iw + c;w’w 4+ O(|wl[*), (E.16)

onde ¢1 = ¢1(a).

Demonstracao: Obviamente, uma composicao das transformagoes definidas no Lema F.1.3

e Lema E.1.4 é favoravel. Primeiramente, fagamos a transformagcao

h20 h02 _9

z=w+ 7w2 + hp W + = (E.17)
com
920 g11 920
h — < h = — e h — — 5
20 ) 11 3 02 X\ —
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definidas no Lema E.1.3. Isto anulard todos os termos quadraticos, mas também alterard

. : . 1
os coeficientes de termos ciibicos. Representaremos o coeficiente de ww? por 5 g5;. Quando

. o 1
aplicamos o Lema E.1.4 eliminaremos os termos de ordem 3, exceto o termo 5 g1, que € o

termo ressonante. O

Lema E.1.6. O coeficiente c1(«) da equagdao (E.16), para o =0, é dado por

) 1
(0) = 2—% (920911 — 2|gl1|2 - §|goz|2) + % (E.18)

- . . h h ) . .
Demonstracao: Diferenciando z = w + %uﬂ + hyjww + %E{ obtemos 2 = 1 + hopw +

hy1 (W + 2W0) + hoeW W. Substituindo w e W e levando em conta (E.16), obtemos

. Ahaog + _
2 = Mz + (7202 920) ’UJ2 + (>\h11 -+ gn)ww -+ ()\hog -+ %) wz

hao —— ho2
+ lgmhn + 911 (% + hu) + 9022 L %} WWH ... (E.19)

Comparando os coeficientes do termo cibico w?w nas duas equacoes obtidas acima,

. 920 g11 920
e utilizando hgg N 5y e hgo SN emos
h — hoa
ci(a) = gaohi1 +9n = 4 hiy | + Joz1t02 + 21
2 2 2
2N+ A 2 2
920911 ( . ) | lgnl 4 |90z . 921 (E.20)
2|\ A 220+ A) 2
Para o = 0 temos
24w\ — 1ty 2 2
cl(a) _ 920911( 0 . o) |g11| .|902| 4 921
2|wo| iwy  2(2iwg +iwg) 2
i 1 go1
= — 21g111> — =902/ = E.21
20 (920911 + 2[g11] 3‘902| ) + 5 ( )

O

Agora queremos transformar a Forma Normal de Poincaré na Forma Normal da
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Bifurcacao de Hopf.

Lema E.1.7. Consideremos a equacao
dw . 2 4
i (v(a) +iw(a))w + ¢1 ()w|w]® + O(Jw|%), (E.22)
onde v(0) = 0 e w(0) = wy > 0. Suponhamos que v'(0) # 0 e que Re ¢1(0) # 0, onde

Re ¢1(0) significa a parte real de ¢1(0). Entdo (E.22) pode ser transformada, por mudanga

de coordenada, na equacao

d
d—z — (x + ) + sulul? + O(|ulY), (E.23)

onde u € a nova coordenada complexa, 0 e x sdo os novos tempos e parametros, respectiva-

mente, e s = sinal[Re ¢1(0)] = £1.

Demonstracao: Seja 7 = w(a)t. Entdo 7 preserva a diregao, pois w(a) > 0, para todo |«

suficientemente pequeno. Assim,

dw dw dt
ar dt dr
= [(v(a) +iw(@)w + e (@w|w]* + O(Jw[*)] i

— v(a) + Zwaw + cluga)w\wﬁ + O(Jw[*)

= (x + 9w+ di(x)w|w]* + O(jw]*), (E.24)
V() ci(a(x))
onde y = x(a) = —= e di(x) = ———=.
= 0@ MY = La)
. . g oy 7(0)
Podemos considerar x como nosso parametro ja que x(0) = 0, x'(0) = 0) #0, e,
w

portanto, o Teorema da Funcao Inversa garante a existéncia local e suave de v como funcao

de x.

Vamos, novamente reparametrizar o tempo com a nova mudanca 6§ = (7, y), onde

df = (1 + e1(x)|w|?)dr, com e;(x) = Im d;(x), sendo Im d; () a parte imaginaria de d;().



E.1 Bifurcacao de Hopf no plano 126

Assim, considerando a expansao de

1
(1+ e ()|wl?)

para w proximo de 0, obtemos

dw v de
deo dt df

= [+ D+ e + O(ul)]

(14 e1()|w]?)
= [(x + 9w+ di()wlw + O(jul)] [1 = et () |wl* = ef () |w|* +..] . (E.25)

Sabendo que e1(x) = Im d;(y), encontramos

Z—:) = (x+i)w+di(x)w|w] = (x + D)er()ww]* + O(ul)
= (x+ 9w+ [Re di(x) — xer(x)] wlw]* + O(Jul*). (E.26)
Portanto
W — (e i+ (wlul? + O,
onde
Li(x) =Re di(x) — xe1(x). (E.27)

Vejamos que [1(y) € R, com [;(0) = Re d1(0), o que nos da

1,(0) = Re <M) _ Real)

2a0)) = w0 (£.28)

Introduzindo a nova variavel complexa u, dada pela expressao

u

VILOOT

que é possivel, pois Re ¢1(0) # 0, e, portanto, [1(0) # 0, finalmente escreveremos a equagao

w =
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como
dw _ dwds
d9  dudf
_ 1 da
VIh()] 4o
2
u u u
= (X +i)—F——=+hK) i +oe (E.29)
VI ()] VILOIT VL)
e portanto
du - li(x) 2 4
— = (x+tiu+ u|u|”+ O(|u
G = O i Sl + 0l
= (x+i)u+sulul> +O(ul"), (E.30)
onde s = sinal[l;(0)] = sinal[Re ¢,(0)] = £1. O

Definicao E.1.5. A fungao l1(x) € chamada de primeiro coeficiente de Lyapunov.

De (E.28) temos que

1 .
1(0) = FR6(2920911 + wWog21)- (E.31)
Wo
Observagao E.1.1. Notemos que se a equagdo (E.23), com s = —1, for escrita na sua forma

real, entdo a equacgdo coincidird com o sistema

t=ar—y—(2*+y)r+O([z]*)

(E.32)
j=z+ay— (2> +y*)y+O(||z]").
Reunindo os resultados anteriores, podemos enunciar o seguinte teorema.
Teorema E.1.1. Suponhamos que o sistema bidimensional
dx 9
Ezf(x,oz), reR’, a€eR, (E.33)

com f € C(Q), Q C R? x R, tendo a singularidade x = 0, para todo |a| suficientemente
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pequeno, com autovalores

A2(a) = y(a) +iw(w),

onde v(0) =0, w(0) = wy > 0, satisfazendo as condigoes

(1) 11(0) # 0 (ndo degeneréncia);

(2) v'(0) # 0 (transversalidade).

Entao, existem coordenadas inversiveis, mudancas de parametros e uma reparametrizacao do

tempo transformando (E.33) em

Y1 g -1 Y1
) = + (yi +43)
Yo 1 B Yo Y2

) o, (B.34)

Finalmente, chegamos ao resultado mais geral.

Teorema E.1.2 (Forma Normal da Bifurcagao de Hopf). Qualquer sistema bidimensional
T = f(z,«a), (E.35)
tendo a singularidade x = 0, a = 0, com autovalores
A2(0) = fwo, wo >0,

€ localmente topologicamente equivalente em torno da origem, a uma das sequintes formas

normais
Y1 = Byr — ya = (Y7 + v3)n

. (E.36)
Yo = y1 + Bya = (Y2 + y3)yo.

Demonstracao: Veja demonstracao em [[22], Capitulo 3, Teorema 3.4]. O
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